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OZET

OZEL GRADIYENT TERIMLi DURGUN OLMAYAN KUAZIi OPTIK
DENKLEMI iCiN OPTIMAL KONTROL PROBLEMI

Bu tez calismasinda 6zel gradiyent terimli kuazi optik denklemi igin final kriterli
optimal kontrol problemi incelenmistir. Ik énce s6z konusu optimal kontrol probleminin
¢Ozlimiiniin varlig1 ve tekligi teoremleri ispatlanmistir. Daha sonra, ele alinan problemde
ama¢ fonksiyonelinin diferansiyellenebilirligini incelenmis ve fonksiyonelin birinci
varyasyonu i¢in formiil elde edilmistir. Bu formiilden yaralanarak incelenen optimal
kontrol probleminin ¢oziimii i¢in varyasyon esitsizligi biciminde gerek sart elde
edilmistir.

2023, 33 sayfa

Anahtar Kelimeler: Optimal kontrol problemi, Durgun olmayan kuazi optik denklemi.



ABSTRACT

OPTIMAL CONTROL PROBLEM for the NONSTATIONARY QUASI-OPTICS
EQUATION with a SPECIAL GRADIENT TERM

In this thesis, the optimal control problem with final criteria for the quasi-optics
equation with special gradient terms is investigated. First, the existence and uniqueness
theorems of the solution of the optimal control problem are proved. Then, the
differentiability of the objective functional was examined and the formula for the first
variation of the functional was obtained. The necessary condition in the form of inequality
of variation has been obtained for the solution of the optimal control problem examined
by using this formula.

2023, 33 pages

Key Words: Optimal control problem, The nonstationary quasi-optics equation.



TESEKKUR

Mesleki ve akademik hayatimda oOnemli kararlar almam gerektiginde stirekli
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tez konumunun belirlenmesinde gerek arastirilmasi ve yazimi sirasinda sahip oldugu bilgi
birikimi ve tecriibesi ile ¢alismalarima 1s1k tutan ve yardimini esirgemeyen danigsman
hocam Sn. Dr. Ogr. Uyesi Hakan YETISKIN’e sonsuz sayg1 ve tesekkiirlerimi sunarim.
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Sn. Prof. Dr. Gabil YAGUBOV, Sn. Prof. Dr. Biinyamin YILDIZ ve Dog. Dr. Alev
Kelleci AKBAY’a, tez ¢alismalarim sirasinda tiim boliim olanaklarindan yararlanmami
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

SIMGELER
\4 : Herhangi
v : Hemen hemen her yerde
i=+v-1 : Sanal birim
B : Banach Uzay1
H . Hilbert Uzay1
A : Sobolev uzaylari
L : Verilen say1
T : Verilen say1
l . Verilen say1
x € [0,1] : Uzay degiskeni
t €[0,T] : Zaman degiskeni
0., = (0,D) X (£, T) X (z,L), : Verilen bolge
2=10r, : Verilen bélge
Qrz = (0,8) X (0,2), Q =Qry : Verilen bolge
Cr k=12,.. : Pozitif sabitler



1. GIRIS

Durgun ve durgun olmayan kuazi optik denklemi ile ifade edilen siiregler igin
optimal kontrol teorisi ¢agdas optimal kontrol teorisinin énemli alanlarindan biridir. Bu
teorinin problemleri ¢ogunlukla kuantum mekaniginde, lineer olmayan optikte, cagdas
fizigin ve teknigin farkli alanlarinda ortaya ¢ikar. Bu nedenle bdyle optimal kontrol
problemlerinin incelenmesi gerek teorik gerekse pratik anlamda 6neme sahiptir.

Bu tez ¢alismasinda 6zel gradiyent terimli durgun olmayan kuazi optik denklemi
icin final fonksiyonelli optimal kontrol problemi ele alinmistir. Bu tiir problemler 151k
demetinin lineer ve homojen olmayan ortamda dagilmasi siirecinin incelenmesi sonucu
ortaya ¢ikan optimal kontrol problemlerindendir. Belirtmek gerekir ki, dagilan
parcgaciklar yliklenmis oldugunda lineer olmayan ortamda pargaciklarin dagilmas siireci
Ozel gradiyent terimli durgun ve durgun olmayan kuazi optik denklemi ile ifade
edilmektedir. Ayrica belirtmek gerekir ki, durgun olmayan kuazi optik denklemi igin
optimal kontrol ve identifikasyon problemleri 6nceden ¢alismalarinda ele alinmistir. Bu
caligmalarda durgun olmayan kuazi optik denklemi 6zel gradiyent terim icermemektedir.

Bu tez ¢alismasinda, daha dncede soyledigimiz gibi 6zel gradiyent terimli durgun
olmayan kuazi optik denklemi i¢in optimal kontrol problemi ele alinmistir. Burada
kontroller 6lgiilebilir sinirl fonksiyonlar sinifindan se¢ilmistir ve amag fonksiyoneli de
final fonksiyonelinden olusmaktadir. Soylemek gerekir ki, benzer optimal kontrol
problemleri daha once ¢ok az incelenmistir. Benzer optimal kontrol problemi ilk once
calismasinda incelenmistir. Bu ¢calismada kontroller ancak x uzay degiskenine baghdir ve
Ozel gradiyent terimin katsayis1 da bu degiskene baghidir. Ancak bu tez ¢alismasinda
incelenen problemde kontroller ancak z degiskenine, 6zel gradiyent terimin katsayisi ise
gerek x, gerekse de z degiskenine bagli olarak se¢ilmistir. Bu nedenle bu tez ¢alismasinda
ele alian optimal kontrol problemi giinceldir ve incelenmesi gerek teorik gerekse de

pratik 6nem arz etmektedir.



2. ONCEKIi CALISMALAR

Optimal kontrol teorisi giinlik yasamda hemen hemen her alanda karsimiza
ciktigindan aslinda ¢ok eski bir tarihe dayanir. Var olan alternatifler arasinda en iyi en
miikemmel olan1 segmek her zaman olagandir. insanlar yiizyillar boyunca karsilastiklar:
problemlere en iyi ¢oziimii getirmek gibi bir ihtiyagla karsilasmiglardir. Karsilagilan
problemler asirlar boyunca kendine 6zgii yontemlerle ¢oziilmiis ve tiim problemlerin
¢Oziimiine yol gosterecek yaklasimlar olusmustur. Ancak daha sonralar1 birgok doga
yasasinin varyasyon prensipleriyle ifade edilebilir olmasinin anlasilmasiyla matematigin
cok Onemli bir dali olan varyasyon hesabi olusmustur. Fakat son yillarda teknolojinin
hizla gelismesi sonucu birtakim problemler klasik varyasyon hesabi yontemleri ile
¢oziilemediginden yeni metotlarin gelistirilmesine ihtiya¢ duyulmustur. Iste bu siiregte
modern anlamda optimal kontrol teorisinin temelleri atilmis oldu. Toplanmis parametreli
sistemler i¢in optimal kontrol teorisi optimal siirecler teorisinin ve adi diferansiyel
denklemler teorisinin ana boliimlerini igermektedir. Temelinin bir Rus Matematikgisi
olan Pontryagin’in maksimum prensibi adli c¢alismasina dayandigi bu teorinin
gelismesinde toplanmis parametreli sistemler i¢cin optimal kontrol teorisinin énemli bir
pay1 vardir. Fransiz matematik¢isi Lions dagilmis parametreli sistemler i¢cin optimal
kontrol teorisinin gelismesinde onemli bir rol oynamis ve onun aldig1 sonuglar 1971
yilinda ingilizce olarak yayinlanan “Optimal Control of Systems Governed by Partial
Differential Equations” adli kitapta detayli bir sekilde anlatilmigtir. Daha sonralart
Butkovskiy, Vasilyev, Lure, Bidout, Gobel, Iskenderov ve diger bilim adamlarinin
caligmalar1 optimal kontrol teorisinin gelismesinde 6nemli rol oynamustir.

Durgun kuazi optik denklemi i¢in optimal kontrol problemleri, baska bir degisle
kompleks potansiyelli Schrodinger denklemi i¢in optimal kontrol problemleri daha 6nce
farkli ¢alismalarda ele alinmistir ancak belirtmek gerekir ki; M.A. Vorontsov ve V..
Smalgauzen‘in ¢alismalarinda ilk olarak 1sitk demetinin lineer ve homojen olmayan
ortamda dagilmasini gosteren optimal kontrol problemleri ele alinmis ve bu problemler
matematigin klasik yontemleri ile ¢oziilmeye calisilmistir. Daha 6nce yapilan ¢aligmalar
icerisinde A.D. Iskenderov, G. Yagub ve N.S. Ibrahimov’un ¢alismalarini énemle dikkate
almamiz gerekir. Ciinkii bu calismalarda hem lineer hem lineer olmayan kuazi optik

denklemi ile ifade edilen sistemler i¢in optimal kontrol teorisinin matematiksel temelleri



ciddi bir bigimde atilmis ve ortaya c¢ikan problemlerin ¢agdas ¢6ziim yoOntemleri

olusturulmustur.



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Materyal

Bu boliimde ¢aligma boyunca kullanacagimiz tanimlar1 agiklayacagiz.

Tamim 3.1: L, (0, 1), Hilbert uzay1 olup elemanlari (0, ) araliginda olgiilebilir ve mutlak
degerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlarin Lebesque uzayidir. Burada i¢ ¢carpim

ve norm asagidaki gibidir:

l
Wmmmo=ju&ﬁﬂﬂm
0

lullz, o0 = /(u, V)1, (0,0)-

Burada v(x) fonksiyonu v(x) fonksiyonunun kompleks eslenigidir.

Tanmim 3.2: L,(2), Hilbert uzay1r olup elemanlart 2 = (0,1) X (0,T) bolgesinde
Olciilebilir ve mutlak degerinin karesiyle integrallenebilir fonksiyonlarin Lebesque

uzayidir. Burada i¢ ¢arpim ve norm asagidaki gibi tanimlanir:

<wwuw=Lymo$momm,

||1/)||L2(n) = /(‘P; ¢)L2(0,1)-

Tammm 3.3: L, (0,1), Banach uzay1 olup, (0,[) araliginda Ol¢iilebilir, sinirli ve sonlu

lullL, o, = vraisuplu(x)| = ess sup{|u(x)|:x € (0,1)} normuna sahip u = u(x)
x€(0,0)

fonksiyonlariin uzayidir.

Tanim 3.4: L, (), Banach uzay1 olup 2 bolgesinde dl¢iilebilir, sinirlt ve sonlu
IW¥llL, ) = vraisuply(x, )]
(xt)en

normuna sahip ¥ = ¥(x, t) fonksiyonlarinin uzayidir.



Tamm 3.5: C°([0, T], B), Banach uzay1 olup elemanlari [0, T] araliginda siirekli olan ve
degerlerini B Banach uzayindan alan fonksiyonlar uzayidir. Burada norm asagidaki

sekilde tanimlanir:

u = max||uj|g-
I ||C°([0,T],B) tE[O,T]” Il

Burada B = R alinirsa C[0,T] = C°([0, T]; R) elde edilir.

Tammm 3.6: L,([0,T], B), Banach uzay1 olup elemanlar1 [0, T] araliginda olgiilebilir,
karesel integrallenebilir ve degerleri B Banach uzayina ait olan fonksiyon uzayidir.

Burada norm asagidaki sekilde tanimlanir:

1
2
< o0,

T
lull.,qor1,8) = [ lu(., t)I5dt
0

Tamm 3.7: W.(0,0), Hilbert uzay1 olup elemanlarmin kendisi ve onlarin birinci
mertebeden genellestirilmis tiirevleri L,(0,1) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu

uzayda i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

d
(¢:¢)W21(0,1) —f (ll}(x)(]b( )+ lp( ) dc)lfcx)> dx,

”1/)”W21(0,l) = /<¢'¢)W21(0,l)'

W3(0,1) uzayr W3 (0, 1) uzaymin alt uzay: olup, (0, 1) araliginin ug noktalarinda sifira

esit olan fonksiyonlarin uzayidir.

Tamm 3.8: W2(0,1), Hilbert uzay:r olup elemanlarmin kendisi ve onlarin ikinci
mertebeye kadar genellestirilmis tiirevleri L, (0, [) uzayindan olan Sobolev uzayidir. Bu

uzayda i¢ carpim ve norm asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

: d d d? d>2
I N T

||¢||W22(0,l) = /<¢:¢)W22(0,l)'

WZ2(0,1) = W2(0,1) n WL(0, D).




Tamm 3.9: I/I/21’0 (27), Hilbert uzay1 olup elemanlarin kendisi ve onlarin x degiskenine
gore 1. mertebeden genellestirilmis tiirevleri L,(Q2;) uzayindan olan ¢ = y(x,t)
fonksiyonlarinin Sobolev uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ve norm asagidaki sekilde

tanimlanmaktadir:

oY (x, 1) dp(x, t)) dxdt,
0x

(l,b, ¢)W21'0(QT) f <l/)(x t)(,i)( ) +

||l/)||W21’0(_QT) = /(l/),ll} Wzl’o(.QT)'

@]
Tanim 3.10: Wzl’o(.QT) uzay1 Wzl’o(.QT) uzaymin alt uzayr olup bu uzayda ;’nin

sinirinda sifira doniigen diizgiin fonksiyonlar her yerde yogundur.

Tanimm 3.11: WZO‘I(QT), Hilbert uzay1 olup elemanlarin kendisi ve onlarin t degiskenine
gore genellestirilmis tiirevleri L,(;) uzaymdan olan ¥ = Y (x,t) fonksiyonlarmnin
Sobolev uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

01!)(9; t) 6¢(9: t)) dxdt,

(1.[’; ¢>W20'1(_QT) =f <l,[)(x t)d)(x t) +

||¢||W20'1(_QT) = /(l/): lp)Wzo'l(_QT) .

Tanim 3.12: sz’l (£27), Hilbert uzay1 olup elemanlarin kendisi ve onlarin x degiskenine
gore ikinci mertebeye, t degiskenine gore birinci mertebeye kadar genellestirilmis
tirevleri L,(£27) uzaymdan olan ¥ = ¥ (x,t) fonksiyonlarinin Sobolev uzayidir. Bu

uzayda i¢ carpim ve norm asagidaki sekilde tanimlanir:

) d 0? 0*
0, &) %T)_f [¢(x D0 + w(i DIp(x ) | I*Y(x, (D]

ox 0x2 0x?

f laz/)(x t)a¢(x 21

”wHWzZl(-QT) = ’(Eb;lp)wzz'l(ﬂﬂ;

burada W, (27) = W,** (27) 0 W,"°(27) dur.



Ayni bigimde W,"°(2,), W,°(Q2,), W' (2,), W, (2,) Sobolev uzaylari 1 =

Y (x, z) fonksiyonlari i¢in tanimlanir.

Tamm 3.13: Wzo’l’l(ﬂ) Hilbert uzay1 olup elemanlarinin kendisi ve t, z degiskenlerine
gore birinci mertebeye kadar genellestirilmis tiirevleri L,(2) uzayindan olan ¢ =
Y(x,t,z) fonksiyonlarinin Sobolev uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ve norm asagidaki
sekilde tanimlanir:

oo oy oD
(¢,¢)W20,1,1(Q) —f <l/)<p FTNT +— 37 02 >dxdtdz

”1/)||W20,1,1m) = ’(1/), 1/))Wzo,1,1m) X

Tanim 3.14: WZZ’O’0 (2), Hilbert uzayi olup elemanlarinin kendisi ve x degiskenine gore
ikinci mertebeye kadar genellestirilmis tiirevleri L,(2) uzaymdan olan = ¥(x,t, z)
fonksiyonlarmin Sobolev uzayidir. Bu uzayda i¢ ¢arpim ve norm asagidaki sekilde

tanimlanir:

(Y, @),,200,, = ] l/)5+ oY 0P i azw 0P dxdtdz,
PIwT@) dx 0x = 0x2 0x2

ol zo00) = / (W, P)yyz00 gy,

211(!2)_ ZOO(Q)nW011(Q)

[¢]
Tanmm 3.15: W22’2’1(.(2) uzayl1 sz’l’l(.Q), uzaymin alt uzayr olup elemanlart S =
{(x,t,z):x=10,1,t € (0,T),z € (0,L)} bblgesinde sifira esit olur.

Tamim 3.16: V, X lineer uzaymnin bir alt kiimesi olsun. Eger V u,v € V ve a € [0,1] i¢in

au + (1 — a)v € V oluyorsa, V kiimesine X de konveks kiime denir.

Tanmm 3.17: Eger B Banach uzayindan olan {u, } dizisii¢in V ¢ € B*, Il{im(c, ug) = (c,u)

sart1 saglantyorsa, bu taktirde {u; } dizisi u € B noktasina zayif yakinsiyor denir. Burada

B* uzay1 B nin eslenik uzayidir.



Tammm 3.18: X, Banach uzay1 ve E c X olsun. Eger {x,} € E ve {x,} dizisi bir x

elemanina zayif yakinsadiginda x € E ise E kiimesine X de zayif kapalidir denir.

Tamm 3.19: X bir normlu uzay ve E c X olsun. Eger X in her bir x elemani, E nin

elemanlarinin dizisinin bir limiti ise E ye X de yogundur denir.

Tanim 3.20: U, B Banach uzayinin bir kiimesi olsun. Eger V {u,} € U dizisinden zayif
yakinsayan en azindan bir alt dizi segmek miimkiin ise bu taktirde U kiimesine B de zayif

kompakt kiime denir.

Tamim 3.21: J(u) fonksiyoneli B Banach uzayinin U alt kiimesinde tanimlanmig olsun.

Eger, u € U noktasina zayif yakinsayan {u,} € U dizisi igin Lim J(ug) = J(u) sarti

saglaniyorsa bu taktirde J(u) fonksiyoneline u noktasinda alttan zayif yar1 siirekli denir.

Tamim 3.22: F, bir I araligi tizerinde tanimli f (t) fonksiyonlarinin bir ailesi olsun. Eger
her ¢ >0 ve her fE€F igin t,t, €I olmak iizere |t; —t;| < 6(e) oldugunda
|f(t)) — f(t,)] < € olacak sekilde bir §(g) > 0 sayis1 varsa F ye I lizerinde ayni

dereceden siirekli (es stirekli) dir denir.

Tanmm 3.23: Diyelim ki B herhangi Banach uzay:1 ve J(u) fonksiyoneli u noktasinin
herhangi bir w(u,y) = {v:v € B, ||[v — u|| < y} komsulugunda tanimlanmis olsun. Eger

fonksiyonelin artis1 i¢in

5 o(hu)
Wilgo Nall;

olacak sekilde AJ (u) = J(u + h) — J(u) = (f(u),h)B + o(h,u) sartin1 saglayan J (u) €
B* eleman:i varsa, bu taktirde J(u) fonksiyoneli u noktasinda Freschet anlaminda

diferansiyellenebilirdir. Burada B* uzay1 B nin eslenik uzayidir.



3.2. Yontem

Bu boliimde ¢alisma boyunca kullanacagimiz teoremleri agiklayacagiz.

Teorem 3.24: Diyelim ki U, B Banach uzayinin konveks bir alt kiimesi, J (u) fonksiyoneli

bu kiimede 1.mertebeden siirekli tiirevlenebilir fonksiyonel ve U, = {u ev:J(u) =/, =

inf ] (u)} kiimesi J(u) fonksiyonelinin minimum noktalar kiimesi olsun. Bu taktirde
u

vu* € U, igin (]'(u*),u - u*) > 0 sart1 saglanir.

Teorem 3.25 (Weierstrass teoremi): U, B Banach uzayinda zayif kompakt kiime olsun.
J(u) fonksiyoneli ise bu kiimede tanimlanan sonlu degerlere sahip ve alttan zayif yari

stirekli olsun. Bu taktirde J, =infJ(u) > -, U, ={u€U:J(u) =J.} # 0 zayif
u

kompakttir ve U dan olan herhangi minimallestirici dizi minimum noktalar kiimesine

zay1f yakinsar.

Teorem 3.26 (Goebel teoremi): Kabul edelim ki, X diizgiin konveks uzay, U kiimesi X
uzaymin kapali sinirli kiimesi, I(v) fonksiyoneli U kiimesi iizerinde tanimlanan alttan
siirli ve alttan yar1 siirekli fonksiyonel ve a > 0, f > 0 verilen sayilar olsun. Bu

taktirde X uzayinda her yerde yogun olan dyle G alt kiimesi vardir ki Vo € G icin
Ja@) = 1) + allv ~ wlig
fonksiyoneli U kiimesi tizerinde en kii¢iik degerini alir. Eger 8 > 0 ise J, (v) fonksiyoneli

icin en kiiciik degerini U kiimesi lizerinde bir tek noktada alir.

Lemma 3.27 (Gronwall lemmasi): Farz edelim ki ¢(t), b(t) fonksiyonlari t,) <t < T
araliginda tanimli negatif olmayan siirekli fonksiyonlardir ve a > 0 sabittir. Bunlarin

Yyani Sira,

t

p(t) < aj @(t)dt + b(t), to<t<T

to

olsun. Bu taktirde,

t
0<o)<al| b®)e*Ddt+b(t), t,<t<T
to



dir. Eger b(t) = b = sabit = 0 ise bu taktirde,
0< () <be®t~t)  t <t<T
dir. Eger,

T
f p(t)dt + b(t), to <t<T,
t

T
0<q()< aJ. p(t)dt + b(t), to < @(t) <a,

t
T

to < @(t) < af p(t)dt + b(t), tg<t<T

t

ise bu taktirde,
T

0<g(t) < af b(1)e*™Vdr + b(t), to<t<T
t

esitsizligi gecerlidir. Eger b(t) = b = sabit > 0 ise
0< () <be®™D,  t,<t<T

esitsizligi gecerlidir.

Lemma 3.28 (Cauchy—Bunyakovski esitsizligi): u, v € L, () elemanlari i¢in

1 1

2 2
jlu?dxdtdzl < <J Iulzdxdtdz> (J Ivlzdxdtdz>
Q Q Q

esitsizligi gecerlidir.

Lemma 3.29: Farz edelim ki By, B, B; Banach uzaylari,

Byc B cB,

sartlarini saglayan ii¢ uzay olsun. Burada B, B; uzaylar refleksif Banach uzaylari

By CcB

gomiilmesi ise kompakt gdmiilme olsun, yani By, B ye kompakt gdmiilsiin. Bunlarin yani

sira;
du ‘
W = {u:u € L,,(0,T; By), I €L, (0,T; Bl)}, 1<p; <o, j=0,1

olsun. Bu takdirde;
W c L, (0,T; B)

gdmiilmesi kompakttir.
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Tanm 3.30: Ve >0 ve Vu,veX icin |lullg <1, [[vlilg <1, llu—vllg >e iken
lu + v|l < 2(1 — §) olacak bigimde § = 5§(&) > 0 say1s1 varsa, bu takdirde X uzaymna
diizgiin konveks uzay denir.

lu+vlI? + llu — vl = 2([lull® + (lv]I*)

sartin1 saglayan Hilbert uzaylar1 diizgiin konveks uzaylardir. Burada ||-|| normu (-,-) i¢
carpimi ile verilen normdur. Bunun yani sira (a, b) araliginda tanimli fonksiyonlarin

L,(a,b), 1 < p < o Lebesque uzaylar da diizgiin konveks uzaylardir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1. Problemin Konulmasi

Farzedelimki, I > 0,T > 0,L > O verilensayilar, 0 < x <[,0<t<T,0<z <
L,Qt == (O, l) X (O, t),..()z - (O, l) X (O,Z), ‘QtZ - (0, l) X (0, t) X (O,Z),.Q == QTL’ Q =
(0,7) x (0,L).

Asagidaki optimal kontrol problemine bakalim.

Ja@) = BolW(, T,.) = Yol + BullY ., L) = il o) + allv — wllF (4.1)
fonksiyonelinin

dvp, (2)
dz

V= {v = (v, V1): V), € W(0,L), |v,,(2)| < by,

<d,, vze(0,L), m= 0,1}

kiimesi lizerinde

2
i% +iag % ! % + ia,(x, z)% +a()yY + v ()Y + v, (DY =

=f(x,t,z), (x,t,z) €N (4.2)
Y(x,0,2) = ¢o(x,2), (x,2) €y (4.3)
Y(x,t,0) = @1(x,0), (x,t) € 2y (4.4)
Y(0,t,z) =yY(,t,z) =0, (t,z) € Qry (4.5)

sartlar1 altinda minimumunu bulmak gerekiyor olsun. Burada i =+/—1 sanal birim,
T>0L>01>00a,>0a,>0a>08,=0, f,=0,by>0,b,>0,dy>0,
dio > 0 verilen sayilar, oyle ki, fo+ 1 #0; 0<t<T, 0<z<L, 0<x<]
2 = (0,0 x (0,0), 2, = (0,D) X (0,2), 2, = (0,1) x (0,8) x (0,2), 2 = Oy, Qrz =
(0,t) x (0,z) fonksiyonlar1 reel degerli 6l¢iilebilir sinirli fonksiyonlar olup asagidaki

sartlar1 saglar:

0

0 <a(x) <uy Vx €(0,1), ug = const > 0. (4.6)
da,(x,z) da,(x,z) 0

lax(x, 2| < p, || S ay || S pa, V(x,2) € 0,

U1, Uo, Uz = sabit > 0. 4.7)

Po(x,2), p1(x,t), f(x,t,2), yo(x,2),y,(x,t) kompleks degerli fonksiyonlar olup
asagidaki sartlar1 saglar:
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0 0
Qo € W (), @1 € W (2y), feW, (), (4.8)

Yo € L,(02), y1 € L,(2r); (4.9)

w = (wg, ;) € H=W3(0,L) x W2(0,L) verilen eleman, ‘g’ isareti ‘hemen hemen’
demektir.

Her bir veV icin (4.2)-(4.5) sartlarndan Y = Y(x,t,z) = Y(x,t,z;v)
fonksiyonunun bulunmasi problemi 6zel gradyent terimli durgun olmayan kuazi optik

denklemi i¢in birinci ¢esit baslangi¢ sinir deger problemidir.

Tammm 1. Her bir v € V igin (4.2)-(4.5) baslangic smir deger probleminin ¢6ziimii
0
dendiginde sz'l'l(.Q) uzayina ait olan ve (4.2)-(4.5) sartlarin1 hemen hemen (x, t,z) €
0
0 i¢in saglayan, bagka degisle hemen hemen (x, t, z) € £ i¢in (4.2) denklemini, V(x, z) €

0, ‘g’(x, t) € N igin sirasiyla (4.3), (4.4) baslangic deger sartlarini ve ‘(vJ’(t, Z) € Q i¢in
(4.5) sinir deger sartlarini saglayan ¥ (x, t, z) fonksiyonu anlasilmaktadir.

Soylemek gerekir ki, (4.2)-(4.5) bigiminde baslangi¢ sinir deger problemi ilk dnce
[17] calismasinda ele alinmistir ve problemin ¢dziimiiniin varligi ve tekligi teoremi
ispatlanmistir. Bu teoremin ispat metodigini kullanarak kabullendigimiz sartlar altinda

asagidaki teorem ispatlaya biliriz.

Teorem 1. Farz edelim ki, a(x), a,(x,z), ¢o(x,2), ;(x,t), f(x,t,z), fonksiyonlar
(4.6)-(4.8) sartlarin1 saglasin. Bu taktirde her bir v € V igin (4.2)-(4.5) baslangi¢ sinir

o
deger probleminin sz'l’l (£2) uzaya ait olan bir tek ¢oziimii vardir ve ¢oziim asagidaki

kestirim gegerlidir:

[ < ( [ { 2 ) 4.10
||1/J||V0V22,1,1(m S G ”¢0”VOI/22'1(!2L) + “¢1”V(I)/22'1(!2T) + ||f||W20,1,1(m (4.10)
Burada c, > 0 sabiti ¢y, ¢, ve f’den bagimsizdir.

Bu teoremden ve W2 (2) < €°([0,T],L,(2,)), W (@) c ¢°([0, L], L,(27))
gomiilme sartlarindan s6z konusu fonksiyonelin (4.2)-(4.5) baslangic smir deger

probleminin ¢éziimler sinifinda anlami oldugu goriilmektedir.
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4.2. Optimal Kontrol Probleminin Coziimiiniin Varhg: ve Tekligi

Bu béliimde ilk 6nce (4.1)-(4.5) optimal kontrol probleminin @ > 0 sart1 altinda
¢cozlimiinlin varligr ve tekligi teoremini ispatlayalim. Bu amacla konveks olmayan
optimizasyon problemlerinin ¢6ziimiiniin varligi ve tekligi hakkindaki teoremden
(kuramsal temeller teorem 2.26) yaralanarak (4.1)-(4.5) optimal kontrol problemi i¢in

asagidaki teoremi ispatlayalim.

Teorem 2. Teorem 1’ in sartlar1 saglansin. Bunlarin yam sira yy(x,z), y,(x,t)
fonksiyonlart (4.9) sartlarin1 saglasin ve w € H verilen eleman olsun. Bu taktirde H
uzayinda her yerde yogun olan dyle G alt kiimesi var ki, herhangi w € G ve a > 0 igin

(4.1)-(4.5) optimal kontrol probleminin bir tek ¢oziimii vardir.

Ispat. ilk 6nce

Jo) = Bollw (., T,.) = yollf, oy + BallWC.-, L) = yillZ, cap) (4.11)
fonksiyonelinin V kiimesi {lizerinde siirekli oldugunu gosterelim. Farz edelim ki, Av €
B = W.2(0,1) x W,2(0,1) artis1 herhangi v € V elemanina verilen artis olsun, dyle ki v +
Av € V sart1 saglansin. Bu taktirde 4y = Ay (x, t,z) = Y (x, t,z; v + Av) — P(x, t, z; v)
olsun. Burada ¥ (x, t, z; v) fonksiyonu (4.2)-(4.5) baslangi¢ sinir deger probleminin v €
V’ye karsilik gelen ¢oziimidir. (4.2)-(4.5) sartlarindan kolaylikla Ay = Ay(x,t,z)

fonksiyonunun asagidaki baslangi¢ sinir deger probleminin ¢6ziimii oldugu ¢ikar:

ia;l_;p +ia, a;‘;/) —a, 662;1;/; +ia,(x, 2) a;l—xw + a(x) Ay + (vo(2) + Avy (2)) AP +

+i(v1(2) + 4v,(2)) Ay = —Avo(2)Y — idv, (2)Y, (x,t,2) € (4.12)
AP(x,0,2) =0, (x,2) €0y, MP(x,t,0) =0, (x,t) € O (4.13)
AP(0,t,2) = Ap(L,t,2) = 0, (t,z) €Q (4.14)

Bu problemin ¢dziimiinii degerlendirmege ¢alisalim. Bu amagla (4.12) denkleminin
her iki tarafim Ay = Ay (x,t,z) fonksiyonuna carpip elde edilen esitligi £2,, bolgesi
tizerinden integralleyelim. Elde edilen esitlikte kismi integrasyon formiiliinii uygulayarak

asagidaki esitligi buluruz:
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YT Y
v + ia,(x, 9)6—;1)411/) + a(x)lAt/;lZ) dxdtdf +

Ox

My - Ay
Lt2<174¢+m0¥mp+al

+ f ((vo(8) + Avo(6)) 1 4|2 + i (v1(8) + 4v1 (8)) 49| ) dxdrdf =
0

tz

-

Bu esitlikten onun kompleks eslenigini ¢ikartirsak asagidaki esitligi elde ederiz:
0

=_2L

—Zf Av,(8)Re(ypA) dxdtdl, vVt € [0,T], Vz € [0, L]
Q

tz

Avy(0)YpAPdxdrdd — i f Av,(0) YApdxdrdd vt € [0,T], Vz € [0,L].

tz Otz

d
|Ay|2dxdTdO + aof a,(x, G)a |Ay|2dxdTdf =

-Qtz

aIA Izddd0+f
37 Yledxdr

-Qtz

(v1(6) + 4v,(0))14y|? dxdzdd — 2 ] Avy(0)Im(PAY) dxdrdo —

tz Otz

da,(x,0)
ox

Bu esitligin her iki tarafina | 2, | Ay |?dxdtd0 terimini ekleyerek asagidaki

esitligi buluruz:
9]

0
— ,0)|4y|?)dxdrdo =
N — (ax(x,0)|4y[?)dxdz

|4y |?dxdzdf + aof

-Qtz

aIA Izdddé?f
0z Y|"dxdr

-Qtz

=-2 (vl(H) + Av, (9))|Al/)|2 dxdtdf — Zf Avy(0)Im (YAY)dxdrdd —
0

0 tz tz

-2 ] Av,(0)Re(YA) dxdrd6 +
n

tz

da,(x,0)
¥ fﬂ AS

e |Ay|?dxdTdf, vVt € [0,T], Vz € [0, L].

tz

(4.14) sinir deger sartlarina gore bu esitligin sol tarafinin ti¢iinci terimi sifira esit
olur. Bu taktirde sonuncu esitlikten (4.7), v+ Av € V, (4.13) sartlarina gére Cauchy-
Bunyakowski esitsizliginin yardimiyla kolaylikla asagidaki esitsizligi elde ederiz:

14t IIZ ) + aoll A (., ., DIZ, gy < clf |4y 2dxdzd +

Otz
+(||AU0”[2,2(0,L) + ”Avl”iz(O,l))”lp”i‘([O,L];LZ(QT))’ vVt € [OI T]I Vz € [Or L]
Buradan (4.10) kestiriminin ve

2 2
1Wlle(o.an,00m) = C2llbliyzrag
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esitsizliginin yardimiyla agagidaki esitsizligi elde ederiz:

1At DI, oy + aolAY (., DIE, o < & f |Ay|2dxdrdd +

Ntz
+c3([1Avollf o) + 1401117 0,)), VE € [0, T], Vz € [0, L]
Bu esitsizlige iki kez Gronwall lemmasini uygulayarak asagidaki kestirimin gegerli
oldugunu buluruz:
149 (.t DI o + 1AW (o DL, 0p < ca(llAvollZ o0y + 1AV, 0,0)s
vt € [0,T], vz € [0,L]. (4.15)
Burada ¢, > 0 sabiti t, z, A’dan bagimsizdir. Bu kestirimden ve H uzayinda
normun tanimindan asagidaki kestirimi de buluruz:
149 (6, IE o + 140 C, - DI o < csllAvlly, vt €[0,T], vz € [0,L] (4.16)
Burada ¢ > 0-sabiti t, z, Av’den bagimsizdir.
Simdi J,(v) fonksiyonelinin v €V eleman1 iizerinde artigina bakalim. (4.11)
formiiliinden yaralanarak J,(v) fonksiyonelinin artigini asagidaki gibi gosterebiliriz:

Ao() =Jo(w + 4v) — Jo(v) =
= Zﬁof Re[((x,T,z) — yo(x,2))A(x, T, z)| dxdz +
0

L

+2/31j Re[(w(x, t,L) — y1(x,£))A(x, t, L) | dxdt + Boll A (., T, I, o +
n

T

+B: 1A (.,., DI o,y YV EV. (4.17)
Buradan (4.10), (4.16) kestirimlerine ve (4.9) sartina gore asagidaki esitsizligi elde

ederiz:

14)o ()| < cs(llAvlly + 14vlIE), Yv EV.

Burada ¢ > 0 sabiti Av’den bagimsizdir. Bu esitsizlikten asagidaki limit
bagintisinin gegerli oldugunu elde ederiz:
lAv||z — 0 iken |4],(v)| = 0, Vv € V.

Bu limit bagintisindan J,(v) fonksiyonelinin V kiimesi tizerinde siirekli oldugu
cikar. Jo(v) = 0,Vv € V sartindan J,(v) fonksiyonelinin V kiimesi tizerinde artan sinirli
oldugu elde edilir. Bunun yani sira kolaylikla ispatlanabilir ki, V kiimesi H =
W2(0,L) x W}(0,L) diizgiin konveks uzaymnin (bak: kuramsal temeller, tanim 2.30)

kapal1 sinirli konveks kiimesidir. Bu taktirde kuramsal temellerdeki teorem 2.26 nin tiim
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sartlarinin saglandigini hitkkmedebiliriz. Bu teoremin hiikkmiine gore diyebiliriz ki, H =
W2(0,L) x W}(0, L) diizgiin konveks uzayinin orada her yerde yogun olan G alt kiimesi
var ki, herhangs w € G ve a > 0 igin (4.1)-(4.5) optimal kontrol probleminin bir tek
¢Ozlimii vardir. 2. Teorem ispatlandi.

Bu teorem gosterir ki, @ > 0 oldugunda (4.1)-(4.5) optimal kontrol probleminin bir
tek ¢6ziimii herhangi w € H i¢in olmayabilir, yalniz G kiimesinden olan herhangi w igin
bir tek ¢oziim vardir. Ancak asagidaki teorem gosterecek ki, herhangi w € H i¢in o > 0

oldugunda (4.1)-(4.5) optimal kontrol probleminin en az bir ¢6ziimii vardir.

Teorem 3. Ferz edelim ki, teorem 3’iin sartlar1 saglansin. Bu taktirde herhangi w € H

icin & > 0 oldugunda (4.1)-(4.5) optimal kontrol probleminin en az bir ¢éziimii vardir.

Ispat. Herhangi {v*} c V minimallestirici dizisini alalim:

}(g?o ]a(vk) :]a* = 525 ]a(v)-

Farz edelim ki ¥, = Y, (x,t,2) = P(x,t,z;v%),k = 1,2, ... olsun. 1.Teoreme gore her
o

bir v* < V icin (4.2)-(4.5) baslangig sinir deger probleminin sz’l’l(O, [) uzayina ait olan

bir tek ¢6zlimii vardir ve ¢oziim i¢in asagidaki kestirim gegerlidir

Z < ( z % 2 ) =12 (41
||¢k||‘2/22,1,1(m < Co ”¢0”V(|)/22'1(!2L) + ”¢1”V(|J/22'1(0T) + ||f||W20.1.1(m , k=12 (418)

Burada sag taraf k’dan bagimsizdir.
V kiimesi B banach uzayinin kapali sinirli ve konveks kiimesi oldugundan {v*} c
V dizisinden {v*1} alt dizisini segebiliriz ki, bu alt dizi (*) zayif yakimsar. Bu al diziyi

kolaylik olsun diye yeniden {v*} ile isaretlersek, asagidaki limit bagmtisim yazabiliriz:

k — o igin

vk > v, m=0,1, L,(0,L)'de (x) zayif, (4.19)
dvk  dvy

— = ! 4.20
a7 - I m = 0,1, Ly(0,L) de () zayif, (4.20)

Diger taraftan B Banach uzayinda kapali konveks V kiimesi bu uzayda (*) zayif
kapalidir. Bu nedenle v € V olacaktir. Gomiilme teoremine gore W.,1(0, L) uzay: C[0, L]
uzayina kompakt gomiildiigiinden asagidaki limit bagintisini yazabiliriz: k — oo igin

vk > v, m=0,1, C(0,L)de (*) kuvvetli. (4.21)
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Baska degisle {vX(2)},m=0,1 dizileri v,,(z),m =0,1 fonksiyonlarma
[0, L] kapali araliginda diizgiin yakinsar. Bu taktirde asagidaki limit bagintilarin

yazabiliriz: k — oo i¢in
L L

J. vk (2)q(z) » f vm(2) q(z)dz, m = 0,1, Vq € L,;(0,L), (4.22)
0 0

(4.18) kestiriminden {y(x,t,z)} dizisinin l/?/zz’l’l(.()) uzayinda diizgiin sinirli oldugu
¢ikar. Bu taktirde {1, (x, t, z)} dizisinden W,>"*(Q2) uzayinda zayif yakinsayan alt diziyi
segebiliriz. Kolaylik olsun diye bu al diziyi yeniden {y (x, t, z)} dizisi ile gosterelim. Bu
durumda asagidaki limit bagintisini yazabiliriz: k — oo igin

Y = ¥, WHH(Q) de zayif. (4.23)

2 201(2) uzaymm L,(2) uzayma kompakt gomiildigini dikkate alirsak

asagidaki limit bagintisini elde ederiz: k — oo igin
Y, = ¥, L,(2)'de kuvvetli. (4.24)
(4.21)-(4.24) limit bagntilarindan yararlanarak herhangi n € L,(2) ve k — o i¢in

2
f (i % + ia, a(;pk a, aalpz +ia,(x, z) l +a()Py + v§(@) Py + ivF (2P
0

— f(x,t, Z)) n(x,t,z)dxdtdz = 0

integral 6zdesliginde limite gegersek, kolaylikla herhangi 1 € L,(Q) i¢in asagidaki

integral 6zdesligin gecerli oldugunu elde ederiz.

] ] 0*
j ( alf + iay alP U 5% lf +iay(x, Z) i v a(Y + vo(2)Y + ivy (2)Y

— f(x,t, Z)) n(x,t,z)dxdtdz = 0.

0
Buradan da sz'l'l(!)) uzayindan olan ¥ (x, t, z) limit fonksiyonunun V(x,t, z) €

£ i¢cin (4.2) denklemini sagladigin1 gostermis oluruz.

211(.(2) uzayinin L,(Q; C[0,1]) uzaymna kompakt gomiilmesinden asagidaki

limit bagmtisini yazabiliriz:

k — oo igin ||Ypi(s,.,.) —P(s,., Il = 0, s =0,L (4.25)
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Bu limit bagintilarini ve ¥, (0,t,z) = Y, (I, t,z) =0, (t,z) € Q, k = 1,2, ... sinir
deger sartlarini dikkate alirsak, kolaylikla
(s, M0 < PGS0 ) = Yr(s, I, + 1r(s, -, Iz, s = 0,1
esitsizliklerinden Y (x, t, z) limit fonksiyonunun (4.5) sinir deger sartlarini hemen hemen
her (t,z) € Q i¢in sagladigini ispatlamis oluruz.

Simdi Y(x,t,z) limit fonksiyonunun (4.3) ve (4.4) baslangig deger sartlarini

(¢]

sagladigim gosterelim. {y;} € sz’l’l(.()) dizisinin asagidaki bagintilar1 sagladig: agiktir:

o d
Yy € L, (O,T; vvzz'l(nL)), % € L,(0,T; L, (2,)). (4.26)

Diger taraftan, (4.23) limit bagmtisindan yaralanirsak asagidaki limit bagintilarini

yazabiliriz: k — o igin

Y >, Ly (0,75 W57 () 'de zayif (4.27)
d d
% - a_lf’ L,(0,T;L,(0,))'de zayif. (4.28)

Bu limit bagintilarindan ve gomiilme lemmasindan (bak: kuramsal temeller, lemma

2.29) yararlanarak asagidaki limit bagintisin1 yazabiliriz: k — oo i¢in

(o t) =Y 6l = 0, VEE[O,T], (4.29)
Ayni1 bi¢cimde kolaylikla asagidaki limit bagintisin1 da elde edebiliriz: k — o i¢in
(o 2) =9y Dlliyopn = 0, VZ €[0,L] (4.30)
(4.29), (4.30) limit bagintilarindan ve

Y (x,0,2) = po(x,2), (x,z2) €N, k=12,.. (4.31)
Y (x,t,0) = p.(x,t), (x,t) €Ny, k=12,.. (4.32)

baslangi¢ deger sartlarindan yaralanarak k — oo i¢in

I1¥(.,0,) = Pollr, oy < 1PC,0,) = P (L0, + 1k (10,) = Pollz,cap),

Y ,0) = dall, o < IPC,0) = PG 0, + 10K C,0) = @il o0

esitsizliklerinde limite gegersek asagidaki bagintilarin gegerli oldugunu elde ederiz:

||¢( ,0,-) — ¢0”L2(.(2L) =0, ||1/)(, ,0) — ¢1||L2(QT) = 0. (4-33)
Bu bagintilardan (x, t,z) limit fonksiyonunun (4.3) ve (4.4) baslangic deger

sartlarini sirasiyla sagladigini hemen hemen (x, z) € £2,, hemen hemen (x, t) € Q2 igin

sagladigini gostermis oluruz. Boylelikle, ¥ = 1 (x, t, z) limit fonksiyonunun (4.2)-(4.5)

baslangi¢ sinir deger probleminin {v*} c V dizisinin limit fonksiyonu olan v € V’ ye
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karsilik gelen l/?/zz'l'l(!)) uzayina ait olan ¢6zliimii oldugunu gostermis olduk, baska
degisle Y = Y (x,t,z) = Y(x,t, z;v) dir. L.Teorem’e gore bu ¢oziim bir tektir. Diger
taraftan, bu limit fonksiyonu i¢in (4.10) kestirimi de gegerlidir. Gergekten, (4.18)
kestiriminde ¥ (x, t, z) fonksiyonuna zayif yakinsayan {y;, (x, t,z)} alt dizisi lizerinden
k — oo igin alt limite gegersek (4.10) kestirimini elde ederiz. (4.19), (4.20), (4.29), (4.30)
limit bagintilarina ve L,(02,),L,(27), H uzaylarinda normlarin alttan zayif yari siirekli

olduguna gore a > 0 ve Vw € H icin kolaylikla asagidaki bagintiy1 yazabiliriz:
Jor < 1M Jo (") = infJo(v) = Jqu.
—®© vev

Bu ise {v*} c V alt dizisinin limiti olan v € V elemaninin ], (v) fonksiyoneline V
kiimesi tizerinde minimum deger veren eleman oldugunu anlamina gelir, bagka bir degisle

v € V kontrolii (4.1)-(4.5) optimal kontrol probleminin ¢6ziimiidiir. Teorem 3 ispatlandi.

4.3. Fonksiyonelin Diferansiyellenebilirligi ve Optimal Kontrol Probleminin
Coziimii icin Gerek Sart

Bu boliimde (4.1)-(4.5) optimal kontrol probleminin ¢éziimii igin gerek sart
sorusunun cevabini arastiracagiz.

Farz edelim ki, ¢ = ¢(x,t,z) fonksiyonu asagidaki eslenik problemin ¢oziimii

olsun:

i%—‘f +iaq ‘;—‘f —a ‘;27(’25 + i%(az(x, 2)¢) + a(x)¢ + vo(2)$ — iv,(2)¢ = 0,

(x,t,2) € 0, (4.34)
d(x, T, z) = =2iBo(Y(x, T, 2) — yo(x,2)), (x,2) €0y, (4.35)
d(x,t,L) = —2i§—:(1/)(x, t,L) =y, D), (xt) € 0p (4.36)
$(0,t,2) =¢(,t,z) =0, (t,z) €Q (4.37)

Burada ¥ = ¥(x, t,z) = Y(x,t, z; v) fonksiyonu (4.2)-(4.5) baslangi¢ sinir deger

probleminin v € V’ye karsilik gelen ¢oziimiidiir.

Tanim 2. (4.34)-(4.35) eslenik probleminin ¢6ziimii dendiginde B, = C° ([0, T], L, ([20)) n
CO([O, L], LZ(.QT)) uzayina aitolanven;(x,0,z) = 0, (x,z) € 2,,1,(x,t,0) =0, (x,t) €

]
(7 sartlari saglayan herhangi n, € Wzl’l'z(_()) icin
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07 aﬁ1 0% M1

04
U5z —iay(x, Z) + a0y + vo(2)7;

— ivl(z)ﬁll dxdtdz =

==2B | (W(x,T,2) —yo(x,2)) 7, (x, T, z)dxdz —

103
_zﬁl f (l,b(x, t, L) — ) (x, t)) ﬁl (X, ¢, L)dth (438)
Ot

integral 6zdesligini saglayan ¢ = @(x, t, z) fonksiyonunu anlayacagiz.

T=T—t,60 =L—z degisken donilisimlerini yardimiyla (4.34)-(4.37) eslenik
problemini (4.2)-(4.5) bigiminde baslangi¢ siir deger problemine doniistiire biliriz. Bu
nedenle 1. teoremin ispat metodunu ve [9,15] calismalarindan bildigimiz verilerin

diizgiinlestirilmesi metodiginden yaralanarak asagidaki teoremi ispatlayabiliriz.

Teorem 4. Farz edelim ki, 1.Teorem’ in sartlar1 saglansin ve y,(x,z),y;(x,t)
fonksiyonlart ig¢in (4.9) sartlar1 gecerli olsun. Bu taktirde (4.34)-(4.37) eslenik
probleminin By = €°([0,T1, L,(20)) N €°([0, L], L,(27)) uzayma ait olan bir tek
¢Oziimii vardir ve ¢6zlim i¢in agagidaki kestirim gecerlidir:
oGt INE o + 16C, - DT, o) <
<c(Ilp(,T,.) - 3’0“22(:20 + lp(,., L) — Y1||1%2(QT)).

vt € [0,T], Vze€|[O,L]. (4.39)

Simdi (4.1)-(4.5) optimal kontrol probleminde, ¢6ziim igin gerek sart1 elde etmek

icin ilk 6nce J, (v) fonksiyonelinin birinci varyasyonu igin formiil elde etmege ¢alisalim.

Teorem 5. Farz edelim ki 4. Teorem’in sartlar1 saglansin ve w € H verilen eleman olsun.
Bu taktirde J, (v) fonksiyoneli V kiimesi tizerinde diferansiyellenebilirdir ve onun birinci
varyasyonu i¢in B = W2(0,L) x W1(0,L) uzaymdan olan herhangi w = w(z)

fonksiyonu i¢in asagidaki formiil gegerlidir:

6J,(v,w) = j U Re ¢(x t,2)(x,t, z)) dxdtl wo(z)dz —
or
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L1

L L
+2aJ. (vo(z) — a)o(z)) wo(z)dz + Zaf (v1 (z) — a)l(z)) w;(z)dz +
0 0

1o fL (dvo(z) _ d(‘)o(z)> dw,(2) dz +
0

Im (tp(x, t,z)p(x,t, z)) dxdtl wy(2)dz +

T

dz dz dz
L d d d
+2aJ. < V1(Z)_ w1(2)> w1 (2) dz. (4.40)
0 dz dz dz

Burada y(x,t,z) = Y(x,t,z;v), p(x, t,2z) = P(x,t,z) = p(x,t,z;v) fonksiyonlari
sirasiyla (4.2)-(4.5) baslangic sinir deger ve (4.34)-(4.37) eslenik problemlerinin v € 1’

ye karsilik gelen ¢oztimleridir.

Ispat. (4.1) ve (4.17) formiillerinden yaralanarak ], (v) fonksiyoneli i¢in herhangi v € V

elemant lizerindeki artis1 asagidaki bicimde yazabiliriz:

A]a(v) = ]a(v + 4v) _]a(v) =
= Zﬁof Re[(¥(x,T,z) — yo(x,2))A¢(x, T, z)| dxdz +
Q

L

+2,81f Re[((x,t,L) — y1(x, 1)) AP(x, t, L)] dxdt +
Q

T

+2a v0(2) — wo(2)) Avy(2)dz + 2a v1(2) —w,(2)) Av,(z)dz +
[ ) [ )
0 0

Lidvy(z) dwo(2)\dAvy(z Lidvi(z) dwi(2)\dAv,(z
+2af 0()_ 0(2) 0()dz+2af 1()_ 1(2) 1()dz

B dz dz dz 0 dz dz dz
+allavlig + Boll Ay (., T, IE, o + BullAW (., DI, op) YV EV. (4.41)

Burada Ay = AY(x,t,z) (4.12)-(4.14) baslangi¢ sinir deger probleminin
¢Oziimiidiir. Bu formiiliin sag tarafindaki birinci ve ikinci terimlerin toplamim
doniistiirelim.

Ay € sz’l’l(ﬂ) fonksiyonu (4.12)-(4.14) baslangi¢ sinir deger probleminin
¢oziimii oldugundan herhangi n € L,(£2) fonksiyonu i¢in asagidaki integral 6zdesligini

saglar:
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2
J. (l 04y 04y o4y +ia,(x,z) il/) + a(x)Ay
0

—a +la0 EP — A1 9x2

+ (vo(2) + 4vy (Z))Al/)) ndxdtdz +
+ f (i(v1(2) + Avy(2))A¢p) fidxdtdz = — f Avy(z) Yidxdtdz —
0 0

-, f Av,(2) Yiidxdtdz. (4.42)
n

Diger taraftan (4.34)-(4.37) eslenik probleminin By = C 0([0, T], L, (.(20)) N
C 0([0, L], LZ(.QT)) uzayina ait olan ¢(x, t, z) ¢6ziimii (4.38) integral 6zdesligini saglar.

Bu integral 6zdesligin kompleks eslenigi yazarsak asagidaki 6zdesligini elde ederiz:

o an 0%,
fnl atl + ia, e ! - 922 + ia,(x, z) + a(x)n, + vy(2)n,

+ iv1(2)771l pdxdtdz =

= —Zﬁojﬂ (1ﬁ(x, T,z) — yo(x, z)) n(x,T,z)dxdz —

L

~2y [ ($060) = 7160 0) mlo 6, D (4.43)
N

T

Burada 1, =n,(x,t,z) fonksiyonu n,(x,0,z) =0,(x,z) € 2;, n.(x,t,0) =
[¢]
0,(x,t) € 2 ve sz’l’l(ﬂ) uzayma ait olan herhangi test fonksiyonudur. Bu integral

Ozdesliginde n; = n,(x,t, z) test fonksiyonu yerine (4.12)-(4.14) baslangi¢ sinir deger

probleminin ¢6ziimii olan Ay = AY(x,t,z) € W2 A1

(12) fonksiyonunu alalim. Bu
taktirde asagidaki esitligi buluruz:

Ry, oy 9y

. Ay
fn llw +iayg—— 7 Moz +ia,(x, Z)W + a(x)AyY + vy(2) Ay

+ ivl(z)At,[)l pdxdtdz =
= —2B, f (P, T,2) = 30(x, 2) ) Mp(x, T, z)dxdz —
oy

_Zﬁl j (1[)(.7(, t, L) - }_]1 (.X, t)) A¢(x’ t, L)dxdt (444)
Or
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(4.42) integral Ozdesliginde L,(2) uzayindan olan n =n(x,t,z) test
fonksiyonunun yerine eslenik problemin B, uzayindan ¢ozimii olan ¢ = ¢(x,t,z)
fonksiyonunu alalim. Elde edilen esitlikten (4.44) esitligini taraf tarafa ¢ikaralim. Bu
taktirde asagidaki esitligi elde ederiz:

2B, f (P, 7,2) = 3(x, 2)) M, T, z)dxdz +
173

+251f (I/J(x, t,L) — y,(x, t)) Mp(x,t, L)dxdt =
n

T

+ f Avy(2) Y(x, t,2)p(x, t, z)dxdtdz + ifAvl () Y(x,t,2)p(x, t, z)dxdtdz +
0 Q

+ f Avy(2) AP(x, t,2)Pp(x, t, z)dxdtdz + i f Av,(2) AY(x, t, 2)p(x,t, z)dxdtdz.
Q Q

Bu esitligi onun kompleks eslenigi ile toplarsak asagidaki esitligin gecerli oldugunu

buluruz:

230] Re[((x, T, z) — yo(x,2)) A (x, T, z)| dxdz +
0

L

+2,6’1f Re[((x,t,L) — y,(x,1))AP(x, t,L)] dxdt =
Q

T

+ fﬂ Re (lp(x, t,2)p(x,t, Z)) Avy(z)dxdtdz —

- f Im (Al/)(x, t,2)p(x,t, t)) Av, (z)dxdtdz. (4.45)

Im (1!) (x,t,2)p(x,t, Z)) Av, (2)dxdtdz +

Q

+

Re (Al/)(x, t,2)p(x,t, Z)) Avy(2)dxdtdz —

Q

Q

Bu esitligi J,(v) fonksiyonelinin artigi i¢in olan (41) formiiliinde dikkate alirsak

artis icin agagidaki formiilii elde ederiz:

4],(v) = jRe(v,lJ(x, t,z2)p(x,t, Z))Avo(z) dxdtdz —
0
- j Im(l,b(x, t,z2)p(x,t, z)) Av,(z) dxdtdz +
0

+2a v0(2) — wo(2)) Avy(2)dz + 2a v1(2) —w,(2)) Av,(z)dz +
[ ) [ )
0 0
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+2“f (dvo(z) B da)o(z)> dAvy(2) dy +
0

dz dz dz
Lrd d dA
r2a f < vi(z) an(z)) @, R(Av). (4.46)
0 dz dz dz

Burada R(4v) asagidaki formiil ile tanimlanir:
R(Av) = allavll? + Bollaw(, T, )IZ, o, + BllAWC, . DIZ, oy +

+ f Re (At/)(x, t,z)P(x,t, z)) Avy(z)dxdtdz —
Q

- j Im (49 (x, t, 2§ (x, £, 2) ) Av, (z)dxdtdz. (4.47)
02

Bu formiilden yaralanarak (4.10), (4.16), (4.39) kestirimlerinin ve Cauchy-
Bunyakowski esitsizligini yardimiyla kolaylikla asagidaki esitsizligi ispatlaya biliriz:

|R(4v)| < cgllAvll;. (4.48)
Bu esitsizlik
R(4v) = o(||4Av]|y). (4.49)

oldugu sonucuna varilir.

Bagka degisle R(A4v) kalani ||Av||; normuna nazaran yiiksek mertebeden sonsuz
kiiciik miktardir. Bunu dikkate alarak fonksiyonelin artisi i¢in olan formiilii asagidaki gibi
yazabiliriz:

4. = |

0

L
U Re (l/)(x, t,2)p(x,t, z)) dxdt + Za(vo(z) - wo(z))l Avy(z)dz +
Q

+] l—] Im (1,[}(x, t,z2)P(x,t, z)) dxdt + Za(vl(z) — wl(z))l Av,(2)dz +
0 or

2a fL <dv0(z) _ da)o(z)> dAvy(2) g+
0

dz dz dz
Lg d dA
I (450)
0 dz dz dz

Bu esitlikte Av € Byerine 0 <6 <1 ve w = w(z) fonksiyonu B uzayindan
herhangi fonksiyon olmak iizere 8w € B fonksiyonunu alalim. Bu taktirde asagidaki

formili elde ederiz:

A]a(v) :]a(v + Ow) —]a(v) =
= Hj U Re (lp(x, t,z)p(x, t, z)) dxdt + 2a(vy(2) — w(2)) | wo(2)dz +
o Lo
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+6 f [_ f Im (¢(x, t,2)d(x,t, z)) dxdt + 2a(v4(2) — w1(2)) | wi(2)dz +
N

T

oy HJ‘ <dv0(z) dwo(z)>dwo(z) 4

dz dz
dv,(z)  dw,(2)\dw,
+2ab fo ( vdz(z) “;Z(Z)> Vfi(z)d + o(0llwll). (4.51)

Bu formiilin yardimiyla J,(v) fonksiyonelinin V  kiimesi {izerinde
diferansiyellenebilir oldugunu ve onun birinci birinci varyasyonu i¢in asagidaki formiiliin

gecerli oldugunu ispatlamis oluruz:

]a(v + HW) _]a(v) —
0

f [f Re lli(x t,z)p(x,t, Z)) dxdtl wo(2)dz —
or

L1

+2af (vo(z) — wo(z)) wo(2)dz +
0

6J,(v,w) = lim

m (p(x,t, 2)(x,t,2)) dxdtl wy (2)dz +

T

+2a'j (vl(z) - a)l(z)) wy(z)dz +

+2“f <dv0(z) da)o(z)>dwo(z) ,
0

dz dz dz
dv,(z) da)1 (2)\ dw, (z)
+20:j0 < P P ) P dz (4.52)

Buradan da teoremin hiikmii ¢ikar. 5. Teorem ispatlandi.

Simdi de (4.1)-(4.5) optimal kontrol probleminin ¢6ziimii igin varyasyon esitsizligi

biciminde gerek sart1 ispatlayalim.

Teorem 6. Farz edelim ki, 5.Teorem’ in sartlar1 saglansin ve v* € V (4.1)-(4.5) optimal

kontrol probleminin herhangi ¢6ziimii olsun. Bu taktirde asagidaki esitsizlik gecerlidir:

fL U‘ Re (1/)*(x, t,2)¢*(x, ¢, z)) dxdtl (vo (z) — vS(z))dz _
o Loy
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L1

L
+2aJ. (v(’;(z) — a)o(z)) (vo (z) — vé(z))dz +

Im (lp*(x, t,z2)d*(x,t, z)) dxdtl (v1(2) — vi(2))dz +

T

+2af (v{(z) — wl(z)) (vl(z) — vi‘(z))dz +
0

2a J‘L <dv3(z) _ dwo(z)> (dvo(z) _ dvé(z)) g+

dz dz dz dz
+2af vl(Z) _ 0)1(Z) Ul(Z) _ Ul(Z) dZ 2 O, vv (= V (453)
0 dz dz dz dz

Burada ¢*(x,t,z) =yY(x,t,z;v"), " (x,t,z) = p(x,t,z;v*)  fonksiyonlari
sirasiyla (4.2)-(4.5) baslangic sinir deger ve (4.34)-(4.37) eslenik problemlerinin v* € 1’

ye karsilik gelen ¢oztimleridir.

Ispat. Farz edelim ki, v € V herhangi kontrol ve v* € V ise herhangi optimal kontrol,
yani v* €V, (4.1)-(4.5) optimal kontrol probleminin herhangi ¢6ziimii olsun. V
kiimesinin tanimindan yaralanarak onun konveks kiime oldugunu kolaylikla gdstere
biliriz. Bu taktirde herhangi v,v* € V ve B € [0,1] i¢in

vV'+Blw—-v)EV (4.54)
bagintisin1 yazabiliriz. J,(v) fonksiyonelinin V kiimesi {izerinde minimum noktasi i¢in

olan bildigimiz hiikiimden yaralanarak agagidaki bagintiy1 elde ederiz:
d
Z5a(v' + 0 =) = (v xv-v) 20, VvEV (4.55)

Fonksiyonelin birinci varyasyonu i¢in olan (4.40) formiiliini kullanirsak

asagidaki formiilii elde ederiz:

L
6, (v, v—v") = f U Re (lp*(x, t,2)p*(x, t, z)) dxdtl (vo(z) — v(’;(z))dz —
o oy

L1

L
+2af (vS(z) — wo(z)) (vo (z) — v(’;(z))dz +
0

Im (w*(x, t,2)d*(x,t, z)) dxdtl (v1(2) — vi(2))dz +

T

+2aj (vi‘(z) — wl(z)) (vl(z) — v{‘(z))dz +
0
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2 fL (dvg(z) ~ da)o(Z)> (dvo(z) _ dvé(z)) iz +
0

dz dz dz dz
L/qv: d d dv;

+2af vi(2) — w1(2) 01 (2) _&n () dz, VveV. (4.56)
0 dz dz dz dz

Burada v*(x,t,z) = Y(x,t,z;v"), 0" (x,t,z) = @(x,t,z;v*) fonksiyonlar1 sirasiyla
(4.2)-(4.5) baslangic sinir deger ve (4.34)-(4.37) eslenik problemlerinin v* € IV’ ye
karsilik gelen c¢oziimleridir. (4.55) formilini (4.54) bagintisinda dikkate alirsak,

teoremin hitkmiiniin gegerli oldugunu elde ederiz. 6.Teorem ispatlandi.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tez calismasinda ilk once ele alinan problemin iyi konulmasia ait sorular
cevaplandirilmigtir. Bu amagla ilk 6nce 6zel gradiyent terimi durgun olmayan kuazi optik
denklemi i¢in birinci ¢esit baslangi¢ sinir deger problemlerinin hemen hemen ¢éziimiiniin
varlig1 ve tekligi hakkinda bilgi edinmistir. Bu bilgiden yararlanarak s6z konusu optimal
kontrol probleminin ¢éziimiiniin varlig1 ve tekligi meseleleri incelenmis ve optimal
kontrollerin varlig1 ve tekligine ait hiikiimler ispatlanmistir. Bunlarin yani sira problemde
kullanilan amag¢ fonksiyonelinin diferansiyellenebilirligi incelenmis ve onun birinci
varyasyonu i¢in formiil elde edilmistir. Gradiyent i¢in elde edilen formiilden yararlanarak
optimal kontrol probleminin ¢6ziimii i¢in varyasyon esitsizligi seklinde gerek sart

ispatlanmuigtir.
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