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OZET

KESIRLI MERTEBEDEN SINIR DEGER PROBLEMLERININ YAKLASIK
COZUMU UZERINE

Bu caligmada kesirli mertebeden lineer adi diferansiyel denklemlerin yaklasik
¢oziimii sinc Galerkin ve sinc siralama yontemleri ile incelenmistir. Ilk olarak sinc
Galerkin ve sinc siralama yontemleri igin gerekli tanim ile teoremler ifade ve ispat
edilmigtir. Ardindan sinc Galerkin ve sinc siralama yontemleri anlatilmistir.

Sonug olarak, sinc Galerkin ve sinc siralama yontemleri bazi 6rnek problemlere
uygulanmig ve elde edilen yaklagik ¢ozimler mathematica programi kullanilarak
grafikler ve tablolar yardimiyla karsilastirllmistir. Bu kargilagtirmalarda sinc siralama
yonteminin daha iyi sonug verdigi gorilmustir.

2016, 44 sayfa

Anahtar Kelimler: Kesirli mertebeden sinir deger problemleri, sinc fonksiyonu,
Galerkin yontemi, siralama yontemi, Caputo tiirevi



ABSTRACT

ON APPROXIMATE SOLUTION FROM FRACTIONAL ORDER OF
BAUNDARY VALUE PROBLEMS

In this study, approximate solution of the linear ordinary differential equations
from fractional order is examined with sin Galerkin and sinc collocation. First of all,
definition and theorems which are necessary for sinc Galerkin and sinc collocation
methods are conceived and proved. Then, sinc Galerkin and sinc collocation methods is
described.

Consequently, sinc Galerkin and sinc collocation methods are implemented to
some example problems. The approximate solutions which are obtained are compared by
using Mathematica with the help of graphics and tables. It is seen that sinc collocation
method concludes better in this comparisons.

2016, 44 pages

Key Words: Fractional boundary value problems, sinc function, Galerkin method,
collocation method, Caputo derivative
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1. GIRIS

Fizik, mithendislik ve bazi diger bilimlerde bir olay1 agiklamak ya da bir problemi
cozmek, cogu kez diferansiyel denklem kurmayi ve onu ¢ozmeyi gerektirir. Bilimde
bircok fiziksel olay bu denklemlerle modellenmektedir. Benzer sekilde, kesirli
mertebeden diferansiyel denklemler de sinyal isleme, kontrol, quantum mekanigi,
meteoroloji, finans, yagam bilimleri gibi bir¢ok fiziksel olayin modellemesinde siklikla
kullanilmaktadir. Bu nedenle fiziki olaylarin daha iyi anlagilabilmesi i¢in bu denklemlerin
cozimlerinin tam ya da yaklagik olarak elde edilmesi gerekir. Literatiirde kesirli
mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii lizerine bir¢ok c¢aligma mevcuttur. Bu
caligmalarda kullanilan yontemlerden bazilar, diferansiyel dontisim yontem, homotopy
perturbasyon yontem, Adomian ayrigtirma yontem, Varyasyonel iterasyon yontem
seklindedir.

Bu yontemlerin yani sira 6zellikle son yillarda literatiirdeki birgok caligmada
kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin yaklagik ¢oziimiini elde edebilmek igin sinc
yontemleri kullanilmistir. Bu yontemler, baz olarak, polinomlar1 kullanan klasik
yontemlerin aksine tam fonksiyonlar (sinc fonksiyonu) kullandigi i¢in bir¢ok avantaja
sahiptir. Ornegin tekil noktalarin varliginda, polinom yoéntemlere gore daha dogru ve daha
iyl bir yakinsaklik orani verir. (Lund, J. ve Bowers, K., 1992). Sinc yontemleri tizerinde
literatiirdeki bazi ¢alismalar; Saadatmandi A, 2012; Secer A ve ark. 2013; Alkan, S., Secer,
A, 2014; Alkan, S., Secer, A, 2015; seklindedir.

Yapilan literatiir taramasi sonucunda sinc-Galerkin ve sinc siralama
yontemlerinin lineer adi diferansiyel denklemlere ve kesirli mertebeden adi diferansiyel
denklemlere uygulandigr gorilmistir. Bu tezde kesirli mertebeden adi diferansiyel
denklemler sinc-Galerkin ve sinc siralama yontemleri ile yaklagik olarak ¢oziilip elde
edilen sonuglar tablo ve grafikler yardimiyla karsilagtirilmigtir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Ilk olarak giris boliimiinde literatiirdeki bazi
calismalardan bahsedildi. lkinci bolimde her iki yontem igin gerekli olan bazi tanim,
teorem ve Lemmalara yer verildi. Ugiincii boliimde sinc Galerkin ve sinc siralama
yontemleri anlatildi. Dordinci bolimde sinc Galerkin ve sinc siralama yontemleri
tablolar ve grafikler yardimiyla mathematica programi kullanilarak bazi o6rneklere
uygulandi. Son olarak sonug¢ bolimu olan besinci bélimde ise sonug ve degerlendirme

yapilmis, gelecek ¢aligmalara yonelik oneriler sunulmustur.



Ayrica Ekler kisminda, incelemis oldugumuz 4.2. Probleminin ¢ézimu ig¢in
kullanilan algoritmalar verilmistir.

Bu tez ¢aligmasinin amaci, kesirli mertebeden sinir deger problemlerinin yaklagik
cozimlerini sinc-Galerkin ve sinc siralama yontemleri ile yaklagik olarak ¢ozerek hata

oranlarini kargilagtirmaktir.



2. ONCEKI CALISMALAR

Bu bolumde ilerleyen bolimlerde kullanacagimiz bazi tanim ve teoremlere yer

verilecektir.

Tamm 2.1. (Gamma Fonksiyonu) Kesirli analizin temel fonksiyonlarindan biri
olan Gamma fonksiyonu n! sayisin1 tam olmayan sayilara ve hatta karmagik sayilara
genellestirir. Gamma fonksiyonunun en basit anlatimi, faktoriyelin biitiin reel sayilar igin
genellestirilmesidir. Simdi Gamma fonksiyonunu tantmlayalim.

oo

I'(z) = f e tt?dt, zeR
0

esitligine Gamma fonksiyonu denir ve karmagik dizlemin Re(z) > 0 sag yarisinda
yakinsaktir. Bu durumu gosterelim,

[(x+iy) = f et g = f e tt* leWlogtdt
0 0

= f e~ tt* 1 cos(ylogt) + isin(ylogt)]dt
0

olup, koseli parantezin igindeki ifade her t icin simirlidir. e ~* ifadesinden dolay1 sonsuzda
yakinsaklik saglanir ve t = 0 noktasindaki yakinsaklik i¢in de x = Re(z) > 1 olmasi
gereklidir (Podlubny, 1999).

Gamma fonksiyonunun en temel 6zelliklerinden birisi
[(z+1) =2zI(2) (2.1)

esitligidir. Bu esitlik kismi integrasyon yontemi ile kolayca ispatlanabilir. Oyle ki
[(z+1) = f e~tt?dt = [e ' t?)iZ0 + Zf e~ tt?1dt = zI'(2)
0 0
yazilir. Buradan agik¢a gorilmektedir ki; I'(1) =1 seklindedir ve (2.1) esitligini
kullanarak z = 1,2,3, ... i¢in



r2)=1T1)=1=1
r(3) =2.T(2) = 2.1! = 2!
[(4) =3.T(3) = 3.2! = 3!

'n+1) =nl'(n) =n(n— 1! =n!
elde ederiz (Podlubny, 1999). Ayrica Gamma fonksiyonu i¢in
1
2271r(x)r <x + E) = 1l (2x)
seklinde ¢cogalma formiilu verilebilir (Alkan, 2014).

Tamm 2.2. (Kesirli Tiirev ve Integraller) a > 0 icin birgok kesirli mertebeden
tirev tantmi vardir. Bu tanimlardan birka¢i Riemann-Liouville, Caputo ve Griinwald-
Letnikov tanimlaridir. Bu tanimlardan Riemann-Liouville ve Caputo en sik

kullanilanlardir.

Simdi Riemann-Liouville kesirli integrali, Riemann-Liouville kesirli tirevi ve Caputo

kesirli tiirevinin tanimlarinmi verelim.

f:[a, b] = R bir fonksiyon, a pozitif bir reel say1, n;n — 1 < a < n sartin1 saglayan bir

tamsay1 ve I' Euler Gamma fonksiyonu olsun. O halde

1. f (x) fonksiyonunun a. mertebeden sol ve sag Riemann-Liouville kesirli integrali

sirasi ile,

1 X
oSG = s f (x - O (D),

Ve

1 b
) = s f (t — 0T (D),

seklinde verilir.



ii. f(x) fonksiyonunun a. mertebeden sol ve sag Riemann-Liouville kesirli tiirevi

sirasi ile
DEF) = oy |, (6= 0" (e o)
e
D576 = ro s 2 [ -ty oar

seklinde verilir.

iii. f (x) fonksiyonunun a. mertebeden sol ve sag Caputo kesirli tiirevi sirasi ile

1 X
EDEf(x) = m[ (x — O™ () dt,
ve

1 b
DEFC) = gy | (D" =M OOt

seklinde verilir (Almeida ve Torres, 2011).

Ayrica Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirevi arasindaki iligki

n-1

f® (@)

aDEf(x) = oDEf(x) — k:()m

(x —a)k—@

ve
SO

—— (b —x)k@
e 'Nk—a+1)

Dy f(x) = Dy f(x) —
seklinde yazilabilir. Ozel olarak, eger f(a) = f'(a) = -~ = f®V(a) = 0 ise
aDEf(x) = oDZf(x) (2.3)

vef(b) = f'(b) = = fD(b) = Oise



D5 f(x) = Dy f (x)

olur (Almeida ve Torres, 2011).

Teorem 2.1. Egera > 0,n € Ni¢in n — 1 < a <nve f(x) € C"[a, b], olmak

uzere
SDEf(x) = J2~f M (x) (2.4)

seklindedir (Vazqueze ve ark., 2009).

Teorem 2.2. Eger o > 0 ve f surekli ise

aDJ?aIJ(fo(x) =f(x) (25)

seklindedir (Vazqueze ve ark., 2009).

Tamm 2.3. Eger a > 0 ise

b b - . . b
[ g6 pereadx = [ 160 DgGdx + Y [DEY g0 G0,
a a ]=0

Ve

b b
[ 9t sreodx = [ 1 ggoax

n—1
+ ) [DMDET g @, D],
j=0

olarak yazilir. Burada k <0 icin DFg(x) = oI %g(x) ve DEg(x) =, I;%g(x)
seklindedir (Almeida ve Torres, 2011).

Sonug¢ 2.1. Eger 0 < a < 1ise

b b
| 9 pgredx = [ e .DEgCdx + i 9. FON:

Ve



b b
| 9 redx = | F00) aDEg(dx - Lol g0 £GOE

olur (Almeida ve Torres, 2011).

Sonu¢ 2.2. Eger 0<a <1 ve f(x) fonksiyonu f(a)= f(b) =0 sartim

sagliyorsa

b b
| s ogredx = [ e Digds 2.6)

Ve

b b
| 9 Eredx = [ @) abgCod

olarak yazilir (Almeida ve Torres, 2011).

Simdi sinc baz fonksiyonlarinin ézelliklerini ve Kuadratiir interpolasyonlarn i¢in gerekli

bazi tanim ve teoremleri verelim.

Tamm 2.4. Eger S € C acik kiimesi A ve B iki ayrik agik kiimenin birlesimi olarak
yazilamiyorsa S kiimesine baglantili kiime denir. Eger C\S kiimesi baglantili ise S € C
acik kiimesine basit baglantili kiime denir. Bir D bolgesi C kiimesinin agik basit baglantil

alt kimesidir (Lund ve Bowers, 1992).

Tamm 2.5. Diizgiin bir z(t) = x(t) +iy(t), a <t < b, egrisi C kiimesinde
noktalar kiimesi belirtir. Burada t € [a, b] i¢in z € C[a, b] ve z'(t) # 0 seklindedir.
Eger egri, surekli oldugu noktalarin sonlu bir kiimesi disinda diferansiyellenebilirse,
pargali diferansiyellenebilirdir. Eger z(a) = z(b) ise egriye kapali bir egri (yol) denir. C
kiimesinde y basit kapali bir egri, a <t < b igin z(t) = x(t) + iy(t) ile verilir. z(t)

sadece z(a) = z(b) durumunda pargali diferansiyellenebilirdir (Lund ve Bowers, 1992).

Tamm 2.6. f fonksiyonu igin

oo s = i [£(2) —f(Z0)
['(20) = lim [Z_—ZOO (2.7)



limiti varsa f, z, € C noktasinda diferansiyellenebilirdir denir. f'(z,) ifadesine f
fonksiyonunun zy noktasindaki tiirevi denir. Eger f fonksiyonun tiirevi zg noktasinin bazi
komguluklarinin her bir noktasinda mevcut ise f fonksiyonu z, noktasinda analitiktir
denir. Eger f fonksiyonu bir D bolgesinin her bir noktasinda analitik ise f fonksiyonuna
D bolgesinde analitiktir denir. Eger f fonksiyonu biuitin C kiimesinde analitik ise f

fonksiyonuna tamdir denir (Lund ve Bowers, 1992).

Tanim 2.7. Bitiin z € C i¢in tanimlanan

sin(mz) 40
. _ ,Z
sinc(z) =47 12 2.8)
1 ,Zz=20

fonksiyonuna sinc fonksiyonu denir. Bu fonksiyon biutin € kimesinde analitik

oldugundan tamdir (Lund ve Bowers, 1992).

Tamm 2.8. (Konform Doniisiim) Uygulamali matematikteki birgok problem
bolge olarak reel eksene sahip degildir. Herhangi bir aralikta bir problem ve reel eksen
tizerinde nimerik bir iglem verilsin. Bu durumda ¢6ziime ulagmak i¢in iki yol vardir; biri
problemdeki degiskenleri degistirmektir ki bu sayede problem nimerik islem ile ayni
bolgeye sahip olur. Digeri ise niimerik iglemi yeni bir bolgeye tasimak ve islemi bu
bolgede yapmaktir. Sinc yontemlerinin bir bolgeden digerine dontsumi konform

doniisiim yoluyla olur (Lund ve Bowers, 1992).

Tamm 2.9. Eger f fonksiyonu bir D bolgesinde analitik, zo € D ve f'(zy) # 0
ise f fonksiyonuna z, noktasinda konformdur denir. Eger butin z € D igin f'(z) # O ise

f fonksiyonuna D bolgesinin bir konform déniisimii denir (Lund ve Bowers, 1992).

Bu tanimin geometrik anlami sudur; eger f doniisimi z, noktasinda konform ise, o
zaman Z, noktasindan gegen iki yay arasindaki ag1, onlarin f altindaki goriintiilerinin (z,
noktasindaki ) aralarindaki agi1 ile aynidir. Boylece aginin yonii korunur (Lund ve Bowers,

1992).



Tanmm 2.10. f, R Gizerinde tanimlanmisg bir fonksiyon ve A > 0 olsun.

sin(m(x — kh)/h) + ih

n(x—kn)/h " (2.9)
1 ,x = kh

S(k,h)(x) = sinc <x _ kh) =

fonksiyonlarina dontstirilmus Sinc fonksiyonlar ve

C(f ) (x) = RZOO F(kh)sinc (x _hkh>

serisi, yakinsak oldugunda f fonksiyonunun Whittaker Kardinal fonksiyonu olarak
adlandirtlir (Lund ve Bowers, 1992). Donustirtilmiig sinc fonksiyonlarinin belli k ve h

degerleri i¢in grafikleri Sekil 2.1 ile verilmigtir.

Tamm 2.11. h pozitif bir sabit olsun. B (h) Paley-Wiener fonksiyonlar sinifi, f €
L?(R) tam fonksiyonlarinin ailesidir (Lund ve Bowers, 1992).

Teorem 2.3. Eger f € B(h) ise her z € C i¢in

f(z) = %f_o:o f(t)sinc <t ; Z) dt

olur (Lund ve Bowers, 1992).

Teorem 2.4. Eger g € L*(R) ise

k(z) = %f_o;g(t)sinc <t ; Z) dt

olmak uzere k € B(h) olur (Lund ve Bowers, 1992).

Teorem 2.5. Eger f € B(h) ise her z € C i¢in

f(z) = ;f(kh)sinc <Z _hkh>

Ve



f(kh) = % f_ o:o f(Osinc (t _hkh> dt

olur (Lund ve Bowers, 1992).
Sonug 2.3. Eger f € B(h) ve f € L1(R) ise

| O:of(t)dt = h i £ (kh)

k=—oc0

olur (Lund ve Bowers, 1992).

12 PN
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Sekil 2.1. Sinc bazlarimin tg tyesi (S(k, h)(x),k = —1,0,1, h =n/4)
(Koonprasert, 2003)

Teorem 2.6. Eger f € B(h) ise 0 zaman her z € C igin

f@) =Cr@ = ) fERSth(@)

k=—oc0

olur. Burada

10



S(k,h)(z) = sinc <Z _ kh)

h

fonksiyonlari doniistiiralmiis sinc fonksiyonlaridir. Sonug olarak eger f € L'(R) ise

| O:of(t)dt —h i £ (k)

k=—o00

olur. Bu 6zdeslik integral i¢in trapez kuralidir (Lund ve Bowers, 1992).

(2.9) ile tantmlanan donusturilmiis sinc fonksiyonlari diferansiyel denklemlerin nimerik

¢oziimunde siklikla kullanilir.

Hem sinc(x) hem de S(k, h)(x) fonksiyonlari biitiin reel eksen tizerinde tanimlanir. Sinir
deger problemlerin yaklasik ¢éziimlerinde bu fonksiyonlart kullanmak i¢in (a, b) ve

(—o00, ) araliklari arasinda uygun bire bir déniigiime ihtiya¢ duyulur. Bunun i¢in

6 =n(;—)

konform déntstimii segilebilir. Bu dontisiim

Dg :{Z:x+iy:|arg(2:czl)| <dS%}

bolgesini

Dsz{W:u+iv:|v|<dS%}

bolgesine dontstirir. Bu durum Sekil 2.2 ile gosterilmistir (Hajii ve Al-Mdallal, 2013).

11
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Sekil 2.2. Bolgeler arasindaki iligki (Alkan, 2014)

Numerik yaklagimlarda kullanilan Sinc baz fonksiyonlar, S(k, h) donistirilmis Sinc

fonksiyonlari ile ¢ konform dontigimiiniin,

¢(2) - kh)

Se(z2) =Sk, h) o p(z) = sinc( -

(2.10)

seklindeki bilesimi ile verilir. Burada z € Dy seklindedir. (2.10) ile verilen Si(2)
fonksiyonlart (a,b) araliginda ele alinan denklemin yaklagitk ¢oziiminde baz
fonksiyonlart olarak alinacaktir. h uzunlugu, reel eksen Uzerindeki {kh} turdes grid
noktalarint tanimlar. Dy = (a, b) araligindaki {x,} grid noktalar1 {kh} grid noktalarinin

ters goruntileri, dolayisiyla

a + bekh

Xk :¢) 1(kh)_ +€kh

ile verilir. Burada k € Z seklindedir (Hajii ve Al-Mdallal, 2013).
Simdi sinc fonksiyon interpolasyonu ve kuadrattrleri tantmlayalim.

Tamm 2.12. ¢: Dy — Dg bir konform déniisim, ¥ = ¢t ve I' = {¢P(u) €
Dg:—o0 < u < o0} olsun. O halde B(Dg),

f Flzildz >0, ©- @
P(t+L)

Ve

12



f|ﬂmw<w
aDg

sartlarini saglayan ve B(Dg) kiimesinde analitik olan fonksiyonlarin sinifidir. Burada L =

{iv: lv| <d < %} ve 0Dg, Dy bolgesinin simiridir (Hajii ve Al-Mdallal, 2013).

Teorem 2.7. ¢', f € B(Dg) olsun. O halde her z € I igin

oo

f(z) = z f(2)Si(2) + E 2.11)

j:—OO

olur. Burada

o _ Sin(p(z)/h) @' (W) f (w)dw
4 2mi ap, (@(W) — p(2))sin(mp(w)/h)

seklindedir (Hajii ve Al-Mdallal, 2013).

Niumerik yaklagimlarda (2.11) toplaminda kesme yapilir. Asagida verilen teorem yapilan

kesme hatasi ile ilgilidir.

Teorem 2.8. F € B(Dg), ¢ bir konform déniisim ve «, 5, C,

a+b>

I-={zerl: ¢z :xe(—O0,0)}:<a, 5

Ve

I, ={z €T ¢(z) = x € [0,0)} = <a;b,b>

olmak uzere

F(z)
¢'(2)

exp(—alp(D)), ze€l
SCme—m¢@nx z€ET,

esitsizligini saglayan sabitler olsun. O halde

13



fF(z)dZ =h z + 0(e=™") + 0(e™P") + 0(e—"/") (2.12)

]——M

olur.
l1x|], x degerine esit ya da x degerinden kiigiik en biiyiik tam say1y1 ifade etmek tizere,
N = “%M +1||, h = Jmd/(aM) segimleri igin (2.12) esitligi ile verilen Sinc kuadratiir

kuralt i¢in hata O(exp(—\/ndaM ) ) olarak yazilir (El-Gamel ve Zayed, 2004; Hajii ve
Al-Mdallal, 2013).

Yukandaki iki teorem S, Sinc baz fonksiyonlart yardimiyla B(Dg) sinifindaki
fonksiyonlarin integralleri i¢in kuadratiir kurallarinin elde edilmesinin yani sira bu
fonksiyonlar i¢in interpolasyon formullerinin de elde edilmesini saglar. Elde edilen
formiiller problemlerin ¢6zimi i¢in nimerik bir yol gelistirilmesinde temel olusturacaktir

(Hajii ve Al-Mdallal, 2013).

Lemma 2.1. ¢, Dy basit baglantili bolgesinden Ds bolgesi tlizerine bire bir

konform déniigiim olsun. O halde

o= 15600 leer, = g 15 ¢ @13)
. 0 =k
5P = h%[S(]',h)ofl)(x)] . = % ek (2.14)
7.[-2
@ _ 3 Uk
S d¢2 S(] ho¢(x)] . _2(=1)k ek (2.15)
(k=p= 7

olur (El-Gamel, 2007). Ayrica, m = M + N + 1 olmak tzere, { = 0,1,2 i¢in m X m
tipinde

14



1.0 0 0
0 0 0
=0 o0 1 o|=1[6%]
P 0
0 00 1
. . 1 1
2 m—1
1
1D = 1 1 |=[8%]
—= 1 0 — J
2 m—3
: 0
1 1 1
- — 0
m—1 m-—2 m-—3
w2 2 2 2
3 12 22 (m —1)?
2 w2 2 2
12 3 12 (m — 2)2
2 2
Iy = 2 2 m? 2 |=]6%]
22 12 3 " (m—3)?
: : : " 0
2 2 2 .
" m—12 m—22 (m-3)7

1D = [6].(,?] matrisi yazilir.
Lemma 2.2. 6]-(,? igin

©) _ 5©
5 =6

1 _ _ o
kj’ 6jk =6

@) _ @
esitlikleri vardir. (Alkan ve Secer, 2015)

Tamm 2.13. n X n tipindeki bir A kare matrisinde kosegenlerin ustiindeki ve
altindaki farkli tim elemanlan sifira egit ise A matrisine kosegen (diagonal) matris denir.

(Donduran M, 2008)
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu bolimde sinir deger kosullari ile verilen kesirli mertebeden adi diferansiyel
denklemlerin numerik ¢6ziimi i¢in sinc-Galerkin ve sinc siralama yontemlerini

kullanacagiz. Bu amag¢ dogrultusunda bazi teoremler verip ispatlarint yapacagiz.

3.1. Kesirli Mertebeden Adi Diferansiyel Denklemlerin Sinc-Galerkin Yontemi ile

Yaklasik Coziimii

€D, Caputo kesirli tiirev operatorii olmak iizere

()Y + ()Y + g () EDEY + po(x)y = f(x),
(.1)
0<x <1, O<ax<l,

y(0)=y(1) =0 (3.2)

kesirli mertebeden lineer iki noktali sinir deger problemini ele alalim. Burada
U (x), (%), pa(x), uo(x), f(x) analitik fonksiyonlardir. Problemin yaklasik bir

¢Oziimii S;(x) sinc baz fonksiyonlart kullanilarak

M

Yu(x) = Z ¢;S;(x), n=2M+1, (3.3)
j=—M

seklinde yazilabilir. Burada S;(x) fonksiyonu (2.10) ile tammlanmustir. (3.3) ile verilen
yaklagik ¢oziimdeki bilinmeyen c; katsayilari, baz fonksiyonlarina gore ortogonallik

kullanilarak hesaplanir. Ayrica

1 ,j=k
Sj(xk):6jk:{0 ,j’ik

oldugundan y,(x,) =~ ¢, olup x, = ¢~ 1(kh) seklindedir. y, ifadesindeki n sayilar
kullanilan baz fonksiyonlarinin sayisini ifade eder (Hajii ve Al-Mdallal, 2013).

16



(3.1)ile verilen esitligin her iki tarafinin Sy (x) fonksiyonu ile i¢ ¢arpimini alirsak,

< ()Y, S > +< (%)Y, S > +< o () §DFY, Sy >
(3.4)
+< po (X)y, S > =< f(x), S >

elde edilir.

Sinc-Galerkin yontemi i¢in kullanilan i¢ ¢arpim tanimi, f ve 7 iki fonksiyon

olmak tizere
b
<fn>= [ feon@wndr G.5)

seklindedir. Burada w(x) agirlik fonksiyonu olarak adlandirilip bu fonksiyon sinir
kosullarina, bolgeye ve ele alinan problemin mertebesine gore segilir. 2n mertebeden bir
sinir deger problemi i¢in w(x) = 1/(¢'(x))™ seklinde segilir. Ele aldigimiz problem

ikinci mertebeden oldugundan

1
¢’ (x)

w(x) =

olarak almak uygun olacaktir (El-Gamel, 2007).

(3.4) ile verilen esitlikteki i¢ carpimlar lemma 2.1 ve asagidaki teoremler

kullanilarak hesaplanir.

Teorem 3.1.1.

922 = (W) (9?2, 921 = (Uw)P" + 2(paw)' @, 92,0 = (zw)",

g1 = (uw)e’, 10 = (aw)’,
olsun. Ayrica

G = poy veya G = f(x)

olmak uzere
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" y(x]) (l)
<M2(x)y Sk >= h]ZMlZO¢( )hl k] 211 (36)

M1
- (%) FIop
< (x)y', S >= _h]ZMZo(p (xR Okj 9 (3.7)
ve
GO )w(xy)
<GS, >= h#, (3.8)

ifadeleri saglanir (Mohsen ve El-Gamel, 2008).

Ispat (3.5) ile verilen i¢ ¢arpim tanimini, (2.12) ile verilen sinc kuadratiir kuralint
ve Galerkin yontemini kullanarak teoremde verilen i¢ ¢arpimlarin her birini ayrt ayrn

hesaplayalim.

1

< 2 (0)y" (%), S >= f H2(0)y" () S ()w(x)dx
0

olup kismi integrasyondan

<z (0)y" (%), S >= ¥ () pz (S (W () [
1

d
- [y S @siowmld

0

yazilir. Sag taraftaki integrale tekrar kismi integrasyon uygularsak,

<z (0)y" (%), S >= y' () pz (S (W) [

1

d
— () [k () Sk () w ()] )

18



1

dZ
+ [ ¥ @S oweldx
0

elde edilir. Bu esitligin sag tarafindaki ilk terim S (0) = S;(1) = 0 oldugu igin sifir olur.

Si(x) fonksiyonu x =0 ve x = 1 u¢ noktalarinda diferansiyellenemez. Bu nedenle,

w(x) agirlik fonksiyonu, %[uz(x)Sk(x)W(x)] ifadesi x = 0 ve x = 1 noktalarinda

diferansiyellenebilir olacak sekilde segilir. ¢(x) = In (1Txx) doénigimi i¢in uygun bir
agirhik fonksiyonu w(x) = 1/¢'(x) seklindedir. y(0) = y(1) = 0 simir kosullari ve

w(x) kullanildiginda

1

dZ
< pa()y" (%), S >= fy(x)w[ltz(x)Sk(x)W(x)]dx
0

olarak bulunur. Burada

d _d ,

22 15601 = 2501 () (3.9)
ve

agn k@] = SV (@) (3.10)

olarak alindiginda

< ()Y (), S, >=
1

[ Y5020 + 5P g2 () + 5P (g2
0

(3.11)

yazilir. Burada

G20(x) = (W@ ()"
921(%) = ¢" (OW(X)uz(x) + 2" () (W) (%))
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92,20 = (' () W)z (%)

seklindedir.

(3.11) esitliginin sag tarafina (2.12) ile verilen sinc kuadratiir kuralin1 uygulayip Lemma

2.1 kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa
< 2 (X)y" (%), S >

x
= h Z ¢((;)) h2 IS) 22(%) ++ 68)921(xj)+6’£(1))920(xj)]

olarak elde edilir. Benzer gekilde

1

< (XY @), Sy > f (DY (DS COW(x) dx
0

olup kismi integrasyondan

1

d
< ()Y (0, S >= y(0) s (DS CAOw 5 — f () = [ () Sk COw () ]dx
0

yazilir. Burada y(0) = y(1) = 0 sinur kosullan kullanilirsa

1

d
< 1 GG, >= = [ )7 S W) lda

0

olarak yazilir. Bu esitligin sag tarafinda (3.12) ve (3.13) notasyonlar1 kullanilirsa

1
< I GV G, S >= = [ Y@[Seg1000 + 51100 G.12)

0

elde edilir. Burada
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g11(%) = (W)’ (%)
gro(®) = (@wx))

seklindedir. (3.12) ile verilen esitlikteki integrale (2.12) ile verilen sinc kuadratiir kuralini

uygulayip Lemma 2.1 kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa

1
< ()y'(x),S >= —h Z y( EAw/2A [ (1)91 1("1) + 5(0)91 o(xj)]

]——M
M 1 y(x)
= —h ] (l)
JZMZ(,N AN

olarak elde edilir.

Benzer sekilde G = pgy igin (3.5) ile verilen i¢ ¢arpim tanimi kullanilirsa

1

< Ho(0)Y, Sy >= f 1o ()Y () S (DW(x)dx
0

yazilir. Bu esitlikteki integrale (2.12) ile verilen sinc kuadratir kuralini uygularsak

o () y (e ) wxy) _ hG(xk)W(xk)
@' (xy) @' (xy)

<po(x)y, S >=h

olarak bulunur. Ayni islem G = f(x) i¢in de benzer sekilde yapilir. Sonug olarak ispat

tamamlanmig olur.

Teorem 3.1.2. 0 < a < 1 olmak uizere

< pa(X)§DEy(x), Sy >

M L
___h y(x) d (xr — x) 7K (%) (3.13)
T O T(l—-a) jZM ¢'(x;) dx [hL TZL §'(xy)

ifadesi saglanir. Burada K(x) = pa(x)S(x)w(x) ve E(t) = ln( ) seklindedir (Secer

ve ark, 2013).
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Ispat I¢ carpim tanimindan

1

< 1a(0)§DEY(x), Sy >= f 6Dy () (e () S (IW(x))dx
0

yazilir. Burada sonug 2.2 de verilen (2.6) esitligi kullanilirsa K(x) = pa(x)S(x)w(x)
icin
1

< KDY, S >= | ¥ DE(K()dx (.14)
0

elde edilir. O halde Riemann-Liouville tanimindan

1 d .
DEKE) =~ ge | (€~ 0 K@de G.15)

(1

yazabiliriz. (3.15) ile verilen esitlikteki integral [x,1] kapali araliginda 1raksak
oldugundan bu integrali hesaplamak i¢in (2.12) ile verilen sinc kuadratiir kuralini

kullanacagiz. Bu amag i¢in konform dontisiim ve bu doniigimiin ters gortiintiis sirasiyla

HO) =1n(t_x)

1-t
ve
e 4 x
_ -1 _
X =8¢ () = T—m;
seklinde verilir. O halde sinc kuadratiir kuralina gore h; = % igin
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md f(t—x) CK(t)dt

N 1 (xr - x) aK(xr)
T T(1-0a) dx[ Z & (x,)

yazabiliriz. Sonug olarak (3.14) esitliginin sag tarafi

1

| v D0

o

(3.16)

N 1 1 |, S (x — 2)"K (%)) ;
“ramal VOB L e )

olarak yazilir. Simdi (3.16) ile verilen ifadenin sag tarafina sinc kuadratiir kuralini

uygulayalim. Bu amag i¢in konform déniigiim ve bu dontigimiin ters goriinttisi sirast ile

$(0) =In(1—)

ve
kh
_ -1 _
xk_¢ (kh)_1+ekh
seklindedir. Sonug olarak sinc kuadratiir kuralina gore h = \/LM igin

< e (X)§DEY (), Sy >
M L
___h y(x) d (%, — ) K (x,)
- -9 j:ZM¢'(x,-) dx [hL Z & (x)

elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

x=xj
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(3.6)-(3.8) ve (3.11) ifadeleri ile (3.4) esitligindeki her bir terim yer degistirilirse ve elde
edilen esitlikte y(x;) yerine ¢; yazilip esitligin her iki tarafi h ile bolunirse asagidaki

teorem elde edilir.

Teorem 3.1.3. Eger (3.1)-(3.2) ile verilen sinir deger probleminin yaklagik
¢oztimu (3.3) seklinde ise, o zaman {cj}i\i_M bilinmeyen katsayilarin1 hesaplamak igin

ayrik sinc-Galerkin sistemi

Z Z (L)gzl(xj) Z (l)gll(x])
hl k] qb(x hl k] ¢(x

j=—M \ i=0

L
1 Cj d (xr - x)_aK(xT)
‘r(1—a>¢'(x,-)%[hL 2 §'(xy) - o
po(xiw(xy) — flr)w(xg) M<k<M

b KT e

seklinde verilir (Secer ve ark., 2013).

Simdi (3.17) ile verilen sistemi matris geklinde ifade etmek i¢in bazi notasyonlar

tanimlayalim. m = 2M + 1 olmak tizere D(g) kosegen elemanlari
[9Cx-m), 9(X-p41); -, 9 (0D, oo, g(xa)]T

seklinde olan m X m tipinde bir diagonal matris, R

L
_ 1 d (xr — %) 7K (x,)
R T wax ["L ZL £

x=xj
ile verilen m X m tipinde bir matris ve I% i = 0,1,2 i¢in

10 =60 jk=-M..M

olarak tanimlanan bir matris olsun. O halde

X = [X_p Xopars o X]”

¢ = [com Coprats oer Cm]T
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olmak uizere (3.1.17) sistemi

Z k

matris-vektor sistemi gseklinde yazilabilir. Bu sistemden —M <j< M igin ¢
katsayilarinin degerleri hesaplanip

M

YO 230 = D 5,00

j==M

toplaminda yerine yazilarak yaklasik ¢6ziim bulunmus olur (Hajii ve Al-Mdallal, 2013).

3.2. Kesirli Mertebeden Adi Diferansiyel Denklemlerin Sinc-Siralama Yontemi ile
Yaklasik Coziimii
(3.1) ve (3.2) ile verilen sinir deger problemini sinc siralama yontemi ile ¢ozmek

icin agagidaki yolu izleyelim.

N

Yu(x) = Z ¢;Sj(x), n=M+N+1 (3.18)
j=—M

burada S;(x) fonksiyonu S(j,h)op(x) fonksiyonudur, (3.18) denklemindeki c;,
bilinmeyen katsayilardir. Bu katsayilart sinc siralama yontemi ile belirflemek igin

asagidaki teoremleri inceleyelim.
Teorem 3.2.1. y,,(x) fonksiyonunun birinci ve ikinci mertebeden tiirevi
N

d
TR = Y 690 75500 G.19)

j==m
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N

d? d?

Wyn(x) = Z ¢ (qb”(x) dqu (%) + (¢")? dq,')ZS (x)) (3.20)
j=—M

seklindedir.

Teorem 3.2.2. ¢, [a, x] araliginda olmak iizere y,(x) fonksiyonunun 0 < o < 1

icin . mertebeden tiirevi asagida verilmistir;

N
SDE () = z c;SD¥ (S (x)) (3.21)
j=—M
burada
a (x — xT)S-’(xT) (3.22)
iz (5,00 ~ = a)z £10)
seklindedir.

Sonu¢ 3.2.1. Simdi (3.1) ve (3.2) ile verilen kesirli mertebeden sinir deger
probleminin her bir terimini (3.18)-(3.22) yaklasik ¢ozumleri ile degistirip, elde edilen
esitlik {(1/¢")?} ile carpilir ve daha sonra x = x;, yazilirsa,

2

-5, + gsu05D8 (3¢ )H £ (~—
]__M[CJ{ZQ Xy 1% + g3(xg ( xk) Xy <¢( )>

sistemi elde edilir. Burada
2

90 = () (575

59 = (10 (5705) ~ 0 () )

g2(%) = 1z(x)

2

95 = a0 ()
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seklindedir.

Teorem 3.2.3. Eger (3.1) ve (3.2) ile verilen sinir deger problemin yaklagik
¢cozimi (3.18) ise {CJ}IIZ:_M bilinmeyen katsayilarint hesaplamak igin sinc siralama
sistemi

N

2 ' 2
Z [Cj {; gl;:fk) 5;?,-) + g3 (xx) EDY (Sj(xk))}] = () <—¢,(1xk)> , (3.23)

j==M

j=-M,..N
seklindedir.

Simdi (3.23) ile verilen sistemi matris seklinde ifade edebilmek i¢in bazi
notasyonlar tanimlayalim. Diagonal (késegen) elemanlart y(x_p), V(X_p41)s oo » V(Xn)

seklinde olan ve diger elemanlan sifir olan D(y) seklinde matris tanimlayalim. Ayrica,
R = {DZ (Sj(xk)) olmak tizere ve Lemma 2.1 ve Lemma 2.2 kullanilirsa, (3.23) lineer

sistemindeki ¢; bilinmeyen degerlerini hesaplamak igin

Ac=B (3.24)

sistemini yazabiliriz. Burada D, R, 10, I® ve I®) n X n tipinde karesel matrisler olmak

uzere,

2
1 .
A=) —D(gIV +D(g;)R

i=0

B :DWW))l

¢ = (Coms Copirs r )7

seklindedir. (3.24) sistemi n denklemli n bilinmeyenli lineer denklem sistemidir. Bu

sistemi gozerek ¢; bilinmeyen degerleri elde ederiz.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu bolimde bazi problemlerin yaklasik ¢oziimiini sinc-Galerkin ve sinc siralama

yontemi ile gosterecegiz. Buradaki problemleri ¢ozetken d = /2, a = =1/2, h =
Jad/aM ve N = M = L olarak alinmistir. Ayrica,

Hsg = max [y(x;) = yn.s6 (x|
Hse = max |y(x;) — ynsc(x0)]

seklinde sinc yontemlerindeki maksimum hatay1 temsil etmektedir. (Mohsen ve El

Gamel, 2008)

4.1. Problem

1

f(x) = fexdx

0

integralini sinc kuadratiir kurali ile hesaplayalim. (L = 3 i¢in)

Ik olarak (2.12) esitliginden hareketle

LD

= ? ()

fbf(x)dx ~ h

yazilabilir. M = N =L, h = /nd/aM olmak uzere d =m/2, o = 1/2 alalim. h =

a+bekh ..
m olmak uzere,

n/VM olur. ¢ (x) = In (E) vex, = @ 1(hk) =

(x—O):ln( x )

(p(x)zln(l_x) 1-—x

0+ lekh 1ekh
14 ekh 1 4 ekh

xp =@t (hk) =

yazilir. Buradan,
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(1—x)<1ix+(1_xx)2>
X

o' (x) =

elde edilir. h = /+/3 olmak iizere

1 SICD - xpe™r
fexdx ~h ) oy =h > - ——— = 171269
k _ k
0 K=—M k=—3(1—xp) <1 —x, F = xk)2>

sonucuna ulagilir. f(x) fonksiyonunun ger¢ek degeri f(x) = 1.71828 dir. Buradaki hata
|Gercek deger — yaklasik deger| = [1.71828 — 1.71269| = 0,00558 seklindedir.

4.2. Problem
V') +yCP@ +y@) =f(x)  y(0)=y(1) =0

homojen sinir kogullu lineer kesirli mertebeden sinir deger problemini ele alalim. Burada
f(x) = =12x? + 20x3 — 2.71022x33 — x* + 3.15142x*% + x>  seklindedir. Bu
problemin tam ¢oziimi y(x) = x*(x — 1) olup, L = 1igin sinc Galerkin ve sinc siralama

yontemlerini kullanalim.

Ik olarak sinc galerkin yontemini inceleyelim, bu yontem icin gerekli olan matrisler

100
I9=(0 1 0
0 0 1

0 1 !
2
=1 0o -1
! 1 0
2
m? ) 1
3 2
2
IZ = 2 _T[_ 2
3 3
2 T
3
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—0.18747 0.22566 0.03668

(—0.12844 0.07292 —0.01926)
R =
0.02536 —-0.11809 0.28766

0.49458 —0.83333 0.49458 —0.00744 0.05641 0.00145
—0.19662 0.20264 —0.41274 0.00100 —0.02952 0.01142

0.00157 0 0
+ 0 0.06250 0

0 0 0.00157
(—0.41627 0.22087 —0.19739)

(—0.41274 0.20264 —0.19662) (—0.00510 0.01823 —0.0007)
A= N

0.48713 —0.71441 0.49603
—0.19562 0.17311 —-0.39974

Ve

—0.00003
B =| —-0.04040
0.01076

seklindedir. Bu matrisler
Ac=B
sisteminde yerine yazilip ¢oziiliirse
c_1 = 0.05000,c, = 0.07860,c; = —0.01735

yaklasik ¢oziimler elde edilir. Bu katsayilar y,, (x) yaklasik ¢oziimiinde yerine yazilirsa

0,07860.Sin[Log[f=—]] 0,01735.Sin[Logl-—|]
y(x) = y3(x) = X T X
Loglt=I —n + Log[t—1
0,05000. Sin[Log[r=—]]
- X
m + Log[t—]

olarak bulunur.
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Simdi sinc siralama yontemini ele alalim. Bu yontem i¢in gerekli olan matrisler

10 0
I9=10 1 0
0 0 1

1
0 -1
=1 0o -1
1
-5 1 0
m? 1
E 22 ~3
2 YA
I3_ 2 —? 2
1 m?
"7 ¢ T3

—0.83826 0.89433 0.32353

( 4.79250 0.94636 —0.37543)
R =
0.25590 —-1.77665 1.49419

0.20264 —0.33333 0.20264 —0.05239 0.05589 0.02022
0.09530 —0.08929 —0.33333 0.00040 —0.00280 0.00235

0.00157 0 0
+ 0 0.06250 0
0 0 0.00157
(—0.32420 —0.08780 0.09471 )

(—0.33333 —0.08929 0.09530) (0.00755 0.00149 —0.00059)
A= +

0.15025 —-0.21493 0.22286
0.09571 —0.09209 -0.32940

Ve

—0.00003
B =| -0.04040

0.01076

olup

Ac=B

sisteminin ¢oziimiinden

c_, = —0.04338, ¢, = 0.08582,c; = —0.06926
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elde edilir. Bu katsayilar y,,(x) yaklasik ¢goziimunde yerine yazilirsa

0,08582. Sin[Loglr==1] 0,06926.Sin[Log[1—]]
y(x) = y3(x) = X + X
Logls—=I —n + Log[t—1
0,04338. Sin[Log[T—]]
+ X
7 + Log[1t—]
elde edilir.
4.3. Problem
Y (x) = xy'(x) + x?y O3 (x) = f(x) y(0) =y(1) =0

homojen sinir kogollu lineer kesirli mertebeden sinir deger problemini ele alalim. Burada

6
x*7 +

. a.3 2 _ _
f(x) =—3x>+2x 6x + 2 5 o)

x37 seklindedir. Bu problemin tam

¢ozimii y(x) = x2(1 — x) olup N'nin farkli degerleri igin sinc Galerkin ve sinc siralama
yontemi ile elde edilen yaklasik ¢oziimlerin maksimum hatalart Cizelge 4.1 ile sinc
Galerkin ve sinc siralama yontemlerinin yaklasik ¢oziimlerinin sonuglar ise Cizelge 4.2
ile verilmistir. Ayrica sinc Galerkin ve sinc siralama yontemlerinin yaklagik ¢oéziim

grafikleri Sekil 4.1 ile gosterilmistir.

Cizelge 4.1. 4.3. Problemi i¢in maksimum hatalar

HSG HSC
5 2.633x 1073 1.604 x 1073
10 2.345x 10™* 7.453 x 107°
20 4289 x 107 1.073 x 107°
40 1.252 x 1077 3.962 x 107?

32



Cizelge 4.2. 4.3. Problemi i¢in (L = 20) nimerik sonuglar.

i Tam Cézim SG Hata SC Hata

0 0 0 0

0.1 0.009 3.144 x 107 3.258 x 10°°
0.2 0.032 2.793 x 107 2.270 x 1077
0.3 0.063 6.967 x 107 6981 x 10°°
0.4 0.096 9.308 x 107 1.166 x 107°
0.5 0.125 2933 x107° 1.073x10°°
0.6 0.144 8.611 x 107 1.065 x 107>
0.7 0.147 1.022 x 10~¢ 5.127 x 1076
0.8 0.128 1.066 x 1078 1.434x 10°°
0.9 0.081 8.207 x 1077 1.778 x 107°
1 0 0 0

— Exact

1 .’
\ -« SG

(a) L =>5i¢in (b) L =101¢in

0.10

— Exact

0.05

TR TR R TR
02 0.4

(¢) L =20ig¢in (d) L =40 ig¢in
Sekil 4.1. 4.3. Problemi i¢in grafikler (Alkan ve ark., 2016).
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homojen sinir kosullu singiiler lineer kesirli mertebeden sinir deger problemini ele alalim.

120 24
x3.3

4 3 2 —
Burada f(x) =x"+ 20x 12x% + r(s.3) r(4.3)

x%3 seklindedir. Bu problemin

tam ¢oziimii y(x) = x*(x — 1) olup N'nin farkli degerleri igin sinc Galerkin ve sinc
siralama yontemi ile elde edilen yaklagik ¢oziimlerin maksimum hatalar Cizelge 4.3 ile
sinc Galerkin ve sinc siralama yontemlerinin yaklasik ¢oziimlerinin sonuglar ise Cizelge
4 4 ile verilmigtir. Ayrica sinc Galerkin ve sinc siralama yontemlerinin yaklagik ¢éziim

grafikleri Sekil 4.2 ile gosterilmistir.

Cizelge 4.3. 4.4. Problemi i¢in maksimum hatalar

Hsg Hsc
5 7.230 x 1073 6.760 x 1073
10 1.519 x 1073 1.690 x 1073
20 4550 x 10™* 4.118 x 107*
40 2.043 x 107* 7.567 x 107>

Cizelge 4.4. 4.4. Problemi i¢in (L = 20) nimerik sonuglar.

X Tam Cozim  SG Hata SC Hata

0 0 0 0

0.1 0.009 2.754x 10™* 2.470 x 1074
0.2 0.032 3.777 x 10~%* 3.550 x 107*
0.3 0.063 4340 x 107* 3912 x 1074
0.4 0.096 4497 x 10~* 4.380 x 10~*
0.5 0.125 4125x 10™* 4.013 x 1074
0.6 0.144 3.380 x 10~% 3.235x 1074
0.7 0.147 2.558 x 10™* 3.344 x 1074
0.8 0.128 1.402 x 10™* 1.301 x 10~*
0.9 0.081 5.324x 107> 2.215x 107>
1 0 0 0
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E N
-0.02 .
-0.04 -0.04
-0.06 -0.06
-0.08 -0.08

02 ~~_ 04 06 08 o

‘.q -f

-0.02 0.02 \.‘ . :

\ |

- N |

-0.04 0041 e Exact \ f

\ /

\ /

% [

-0.06 \ f

-0.06 g, SC \ f

L N Vi

‘Y‘ ' 4

-0.08 N’
-0.08 5G
(d) L =40i¢in

(c) L =201¢in
Sekil 4.2. 4.4. Problemi i¢in grafikler (Alkan ve ark., 2016).
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tezde kesirli mertebeden iki noktali sinir deger problemlerinin yaklagik
¢oztimu sinc Galerkin ve sinc siralama yontemleri ile incelendi. Kesirli mertebeden sinir
deger problemlerinin ¢6ziimi i¢in SG ve SC yontemlerinin performanslar karsilagtirildi.
Bu kargilagtirma tablo ve grafiklerle gosterildi. Bunun sonucunda sinc siralama

yonteminin sinc Galerkin yonteminden daha etkili bir yontem oldugu gorilda.

Bu iki yontem kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemlere uygulanarak da

karsilagtirilabilir.
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EKLER

EK-1. Sinc_Galerkin.nb
Needs["PlotLegends™"];

ylx =t (x-1);
no[x_J=Lpl[x_]=0;u2[x_J=Ln[x_J=1;
Clear[h]

Clear[h1]

phil[x_]=Log[(x-z)/(1-x)];
wl[x_]=1/D[phil[x].x];
x1[k_]=(E*M+z)/(1+E<MY;

rlt_]=(t-z)"7 (h t Sin[(x (-h j+Log[t/(1-)])Yh])/(1-t) (I/(1-)+/(1-t)%) (-hj mtm
Log[t/(1-)]));

L=20;
h1=r/AL;

cc[z_]=-1/Gamma[0.3] D[Simplify[N[h1 Sum[w1[x1[k]]r[x1[k]],{k.,-
L,L}]], TimeConstraint->5000],z];

g[x_]=Simplify[u2[x]y"[x]+unl[x]y'[x]+n[x]/Gamma[1-0.7] Integrate[(x-t)*”
D[y[t],t],{t,0.x} ]+u0[x]y[x]];

phi[x_]=Log[x/(1-x)];

M=20:

h=n/\M;

x[k_JFEM(1+EkD);

w[x_]=1/D[phi[x],x];

matsonl[k ,j J=cc[x[k]]/N;
matris2=Table[matson1[j,k],{k,-M,M},{j,-M,M } |//N;
glO[x_]=D[ul[x]w[x].x];
gl1[x_J=pl[x]w[x]D[phi[x].x];
g20[x_]=D[D[u2[x]w[x],x],x];
g21[x_]=D[D[phi[x],x],x] w[x]u2[x]+2D[phi[x],x]D[u2[x]w[x],x];
g22[x_]=DI[phi[x],x]* wlx]u2[x];
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dphi[x_]=D[phi[x],x];

[0=IdentityMatrix[2 M+1];
I1=Table[If]j==k,0,(-D)"/(k-].{j,-M,M},{k,-M,M }];
I2=Table[If]j==k,-12/3,(-2 (- D})/(k-)*].{j,- MM}, {k,-M,M}];
Al10=DiagonalMatrix| Table[g10[x[k]]/dphi[x[k]],{k,-M,M}]];
Al1=DiagonalMatrix[ Table[g]1[x[k]]/dphi[x[k]],{k,-M,M}]];
A20=DiagonalMatrix| Table[g20[x[k]]/dphi[x[k]],{k,-M,M}]];
A21=DiagonalMatrix[ Table[g21[x[k]]/dphi[x[k]],{k,-M,M}]];
A22=DiagonalMatrix| Table[g22[x[k]]/dphi[x[k]],{k,-M,M}]];
W=DiagonalMatrix[Table[w[x[k]],{k,-M,M }]]//N;
matris3=DiagonalMatrix[ Table[uO[x[t]]W[x[t]], {t,-M,M } ]]//N;
A=(10.A20+1/h 11.A21+1/h? 12.A22)-(10.A10+1/h I1.A11)+matris3+matris2. W//N;
B=Transpose[ { Table[w[x[t]]**g[x[t]], {t,-M.M}]}]//N;
R=LinearSolve[A B];

sincce[x_]=Sin[x x]/(n x),

uSG[x_]=Sum[R[[k+M+1]]*sinccc[1/h (phi[x]-k h)],{k,-M,M}];
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EK-2. Sinc_siralama.nb
Needs["PlotLegends™ "]

ylx =t (x-1);
uOIx_J=Lpd[x_J=0;pu2[x_J=1in[x_J=1;
Clear[h];

M1=20;

h1=n/\MI,;

phil[t ]=Log[t/(z-1)];
phi[x_]=Log[x/(1-x)];
dphil[t_]=D[phil[t].t];

sincec[t |=If[t==0,1,Sin[n t]/(n t)];
sk[t T=sinccc[1/h (phi[t]-k h)];
x1[k_J=(z*E*")/(1+E*M),

flt_]=sk[t];

F[t J=(z-ty* D[f[t].t];
Frac[z_]=1/Gamma[1-0.7] h1 Sum[F[x1[j]]/dphi1[x1[j]].{j,-M1,M1}]//N;

fIx_]=Simplify[p2[x]y"[x]+u1[x]y'[x]+n[x]/Gamma[ 1-0.7] Integrate[(x-t) -’
Dy[t],t],{t,0,x } ]+uO[x]y[x]];

phi[x_]=Log[x/(1-x)];

dphi[x_]=D[phi[x],x];

M=20;

h=n/\M;

x[k_J=E*b/(1+EkD);

r[x_]=D[1/dphi[x],x]-u1[x] 1/dphi[x];
s[x_]=u0[x](1/dphi[x])%

a[x_J=n[x](1/dphi[x])%

[0=IdentityMatrix[2 M+1]
I1=Table[If]j==k,0,(-)/(k-].{j,-MM},{k,-M,M}]
I2=Table[If]j==k,-12/3,(-2 (- D})/(k-)*].{j,-M,M}, {k,-M,M}]
fracmatrix[k ,j ]=Frac[x[j]]//N;
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matrix=Table[fracmatrix[],k],{k,-M,M},{j,-M,M}]

A=1/h? I2+1/h DiagonalMatrix[ Table[r[x[k]], {k,-
M,M}]].I1+DiagonalMatrix| Table[a[x[k]], {k,-
M,M}]] matrix+DiagonalMatrix[ Table[s[x[k]],{k,-M,M}]].10

B=DiagonalMatrix[Table[f[x[k]] (1/dphi[x[k]])?{k,-M,M}]]. Table[1,{k,-M,M}]/N
R=LinearSolve[A,B]
sincce[x_]=Sin[x x]/(n x),

uSC[x_]=Sum[R[[k+M+1]]*sinccc[ 1/h (phi[x]-k h)],{k,-M,M}];
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EK-3. Tablo_Grafik.nb

TableForm[Table[ {i,y[1],Abs[y[1]-uSC[i]],Abs[y[i]-
uSGJi]]4,{1,0.1,0.9,0.1}], TableHeadings->{None, {"x","Exact","SC Error","SG
Error"}}]

Plot[{y[x],uSC[x],uSG[x]},{x,0,1},PlotLegend->{"Exact","SC","SG" } PlotStyle-
>{Directive[Blue, Thick],Directive[Red,Dashed, Thick],Directive[ Green,Dashed, Thick]}

]
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