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OZET

HADAMARD MATRISLERIN SAYISAL BOLGESI

Tez, materyal ve yontem olmak tizere iki kisimdan olusmaktadir. Tezin materyal
kisminda, matrisler i¢in “6zdeger” ve “6zvektér” kavramlari tanimlanmakta, bu
kavramlar bazi teorem, sonu¢ ve Orneklerle pekistirilmektedir. Karesel matrisler i¢in
sayisal bolge ve genellestirilmis hali k-sayisal bolge, g-sayisal bolge, c-sayisal bolge,
C-sayisal bolge kavramlari tanimlanmakta ve bazi Ozellikleri verilmektedir. Ayrica
Hadamard matrisler, Hadamard matrislerin kuruluslari, Hadamard matrislerin 6zellikleri
ve denklikleri incelenmektedir. Tezin yontem kisminda bazi Hadamard matrislerin
klasik sayisal bolgeleri, herhangi bir nxn tipindeki Hadamard matrisin k-sayisal

bolgesi ve g-sayisal bolgesi elde edilmektedir.

2013, 108 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Hadamard Matrisler; Matrislerin Sayisal Bolgesi; Hadamard

Matrislerin Sayisal Bolgesi.



ABSTRACT

NUMERICAL RANGE OF HADAMARD MATRICES

Thesis is consisted of two parts which are named as material and method. In the
material part of thesis, the eigenvalue and eigenvector consepts for matrises are defined
and these consepts are reinforced with some theorems, results and examples. The
numerical range for the square matrices and its generalized forms; the k-numerical
range, the g numerical range, the c-numerical range, the C-numerical range consepts are
defined, and their properties are given. Also Hadamard matrises, constractions of
Hadamard matrices, some properties of Hadamard matrices, and equivalence of
Hadamard matrices are examined. In the method part of thesis , the classical numerical
ranges of some Hadamard matrices, the k-numerical range and the g-numerical range of

any nxn Hadamard matrices are obtained.

2013, 108 pages

Key Words: Hadamard Matrices; Numerical Range of Matrices; Numerical Range of

Hadamard Matrices.
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X X Vektoriiniin Eslenigi
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1.GIRIS

Sayisal bolge; dzdegerler kiimesi olan spektrum gibi Ae M (1) matrisi ile
iliskilendirilen ve
W (A) :{Z*Az z|=1zeD ”}
ile tanimlanan bir kompleks sayilar kiimesidir.
Sayisal bolge ayni zamanda degerler cismi, Wertovorrat, Hausdorf bdlgesi,
degerler bolgesi gibi isimlerle de anilmaktadir. Ama artik gilinlimiizde daha ¢ok
sayisal bolge ve degerler cismi kavramlari kullanilmaktadir.

Sayisal bolge kavrami, 1932 de Marshall Stone tarafindan kompleks bir H

Hilbert uzayinda T operatoriiniin sayisal bolgesi olarak ifade edilen
W(T)={(Tz,z):z€H,|z| =1}
ile tanimlanmis ] kompleks diizleminin alt kiimesi i¢in kullanilmigtir.

Bu tanim sonlu mertebeli Ae M _(C)) matrisinin sayisal bolgesi goze alinarak
WA ={z'Az:7'2=1z2el"}

bi¢ciminde sinirlandirilmis ve bu kiime A’nin sayisal bolgesi olarak ifade edilmistir.
Bu kiime olduk¢a dikkat cekicidir. Ciinkii belirtilen kiime bir donilisim gibi A
hakkinda ozellikle de A’nin ozdegerleri ve A’ nin 6z uzayr hakkinda bilgi
vermektedir.

Bunun nedeni de
o(A)= {/1 ell :det(Al, - A) = 0}
kiimesi ile tanimlanan A’ nin spektrumu A ‘nin 6zdegerlerini igerir. X, A’ ya Karsilik
gelen bir 6zvektor olarak alindiginda,
AX=Ax ve x=0

olmasi1 durumu ile birlikte

X X
Ai—=A—
Xl I



X
|

olur ve A’min her bir dzdegeri igin A=y Ay eW(A) dir. Béylece o(A) cW (A)

esitligine ulasgilir. y = denilirse, y vektorii A’nin ||y|| =1 kosullu bir 6zvektori

sonucu elde edilir.

Bunun yaninda 6zdegerleri 4, 4,,...,4, olan Ae M (') matrisinin,

p(A) = max

I<j<n

A
ile tanimlanan spektral yaricapi,

r(A) = max|(Ax )|

ile tanimlanan sayisal yaricap1 ve

| Al = max|Ax

=L
ile tanimlanan spektral normu ¢ogu durumda, matris hakkinda istenen bilgileri
vermede ve matrisle ilgili var olan bir problemi ¢6zmede kullanilan temel

arglimanlardir. Bu {i¢ argliman arasinda
P(A) <r(A)<|A|<2r(A)

bagintis1 oldugundan bu argiimanlar1 kapsayan W (A) 6nemli bir arastirma konusu
olmustur.

Sayisal bolgenin tayini; operatdr teori, fonksiyonel analiz, C”-cebiri, Banach
cebiri, matris normlari, esitsizlikler, sayisal analiz, pertlirbe teori, operatoriin
yakinsaklik 6zelliklerinin belirlenmesi, fonksiyonel denklemlerin ¢oziimlenmesi,
operatdr trigonometri, model teori, indirgeme teorisi, matris polinomlarin ayrigimi,
matris polinomlari, sistem teori, kuantum fizigi gibi uygulamali bilimin bir g¢ok
bransiyla ilgili uygulamalara sahiptir.

Sayisal bolge, sayisal yarigap kavramlar: ve bu kavramlarin genellestirilmeleri
tizerine oldukga fazla calisma vardir (Horn, 1991; Gustafson, 1997).

Halen de c¢esitli arastirma gruplarn tarafindan yiiriitiillen bir ¢ok arastirma
projeleri mevcuttur. “http://www.ams.org/mathscinet/search.html” matematik bilim
sitesi iizerinde sayisal bolge (veya degerler cismi) ve sayisal yarigap konulari
etrafinda 500’1 askin bilimsel ¢aligma ve proje yer almaktadir. Ayrica bir ¢ok doktora

tezinin tamami veya bir kismi bu konulara adanmistir. Bazi monografiler, dergilerin


http://www.ams.org/mathscinet/search.html

bazi 6zel sayilari, ¢ogu matematik ders kitaplarinin bazi bdliimleri bu konulara
ayrilmigtir (Bonsall and Duncan, 1971; Bonsall and Duncan, 1973; Bonsall and
Duncan, 1980; Gustafson and Rao, 1997; Halmos, 1982; Horn and Johnson, 1991,
Istratescu, 1982; Sun and Stewart, 1990). Konu lizerine arastirma c¢alismalari siirekli
olarak saygin matematik dergilerinde goriilmekte ve konu {izerine konferanslar
diizenlenmekte ve konusmalar yapilmaktadir.

Bazi bilim alanlarinin hangi kisimlarinda bu konuya gereksinim duyulduguna

deginelim:
e Kuantum hesaplama ve kuantum kontrol

Kuantum hesaplama ve kuantum kontrol bilim alani ile ilgili olarak en heyecan
verici gelismelerden biri; XX =1, ve X AX =zl, olacak sekilde nxk tipinde X

matrisinin varligimi saglayan z kompleks sayilarindan olusan kiime olarak tanimlanan
rank-k sayisal bolge calismasidir. Bu c¢alismaya, kuantum hata dogrulama kodlari
lizerine yapilan ¢aligmalar destek vermektedir. Ayrica bir matrisin C-sayisal bdlgesi;
NMR ile ilgili olan kuantum kontrol problemleri iizerine ¢alismak igin faydali bir

aragtir.
e Operator teori ve fonksiyonel analiz

Hilbert ve Banach uzaylarinda tanimlanan lineer operatorler iizerine calisirken,
sayisal bolge ve sayisal yaricap tayinleri cok onem arz etmektedir. Sayisal bolge ve
sayisal yarigap kavramlari; m-konveks cebirleri, topolojik-*-cebirleri, H-lokal konveks
uzaylari, Krein uzaylari, Wachs uzaylari, gercel kuaterniyonlar iizerindeki i¢ ¢arpim
uzaylar1 gibi daha genel uzaylarda tanimlanan dogrusal ve dogrusal olmayan operatorler
lizerine caligma yapmak icin vazgecilmez kavramlardir. Ayrica, yar1 hiponormal
operatdr, harmonik sembollii Toeplitz operatorii, i¢ bant operatorii, blok kaydirma
operatdrii, kuaterniyon operatorii gibi 6zel operatorlerin sayisal bdlgelerinin tayini
lizerine calismalarda oldukg¢a fazla ve halen devam etmektedir. Bircok durumda 6zel
operatorleri, yar1 adjoint, normal ve {lniter olarak siiflandirmak i¢in ve ayrica Banach-

*-cebirlerini karakterize etmek i¢in kullanilan bir aragtir sayisal bdlge tayini konusu.



e Dogrusal cebir

A herhangi n-kare kompleks matris ve K(A) da belirli bir matris fonksiyonu ile
ilgili olan A’ nin indirgenmis operatorii olmak {izere; A’ nin ayrilabilir sayisal bolgesi,

ayrilabilir birim vektorler iizerinde harcket eden X" vektorii igin (K(A)X',x")

formundaki kompleks sayilarin kiimesidir. Klasik sayisal boélgeye benzer olarak
ayrilabilir sayisal bolge, indirgenmis K(A) operatdrii lizerine ¢alisma yapmada faydali
bir aractir. Ayrica ayrilabilir sayisal yarigapla ilgili olan sonuglar bize her zaman ilging

ve degerli matris esitsizlikleri sunmaktadir.
e Spektrum bolgesi ve uygulamalar

Matrisin klasik sayisal bolgesi, her zaman kendisinin spektrumunu icermektedir.
Bunun bir sonucu olarak, matrisin 6zdegerlerinin bulundugu bdélgeyi tayin etme ile
yakindan ilgili olan “matrislerin kararlilig1” ve “matrislerin tekil olmamas1” gibi konular
icin biiylik 6nem tasimaktadir. Daha genel uzaylarda klasik sayisal bolge kavrami
genellestirilerek dogrusal ve dogrusal olmayan operatorler lizerine spektra ¢alismalari
literatiirde mevcuttur ve halen de devam etmektedir. Matrisin spektrumuna ek olarak
sayisal bolge, pozitif tanimli matrislerin genellestirilmis 6zdegerlerinin pertiirbe

edilmesi alaninda da 6nemli bir aragtir.

e Kuantum fizigi

A ve C sabit matrisler ve U, iiniter matris olmak tizere kuantum fizigindeki birgok
problem CU AU formunda ifade edilmektedir. iz(CU"AU) seklindeki kompleks

sayilarin kiimesi, A’ nin C-sayisal bolgesi olarak bilinmektedir ve son yillarda bir ¢ok
fizik¢i bu bolgenin tayini ile ilgili ¢aligmalar yapmislardir. Kuantum dinamigi alaninda
konu ile ilgili ¢aligma, hermityen olmayan durumlar arasindaki {initer doniisiimlerin
etkililigi tizerinedir ve bu etkililigin belirlenmesi, belirli A ve C nilpotent matrisleri i¢in
A’ nin C-sayisal bolgesinin tayin edilmesi ile miimkiindiir. Ayrica bir matrisin sayisal
bolgesinin tayini, kuantum fizigindeki p-etkilesimli g-parca sistemlerinin ¢alisma alani

ile yakindan ilgilidir.



e Sayisal analiz

Sayisal bolge tayini, cesitli algoritmalarin yakinsaklik oranini belirlemede 6nemli
bir rol oynamaktadir. Bu konu hakkinda miikemmel bir kaynak olarak (Gustafson and
Rao, 1997) gosterilebilir.

Sayisal bolge kavraminin bu kadar ¢ok alanda kullanilmasindan kaynakli bu
kavram lizerine ve bu kavrami genellestirme lizerine bir ¢ok arastirma ve calisma
yapilmustir.

Bu c¢alismada ise, Hadamard matrislerinin sayisal bdlgesi ve bazi
genellestirilmeleri arastirilmistir.

Girdileri 1 ya da —1 olan ve HH' =nl_ esitligini saglayan n x n tipindeki
matrisler Hadamard matrisleri olarak isimlendirilirler. Bu matrislere, basta iletisim
(0zellikle mobil iletigim), istatistik, projektif geometri, kaldirim siislemesinde,
tamamlanamamis blok tasarimlar ve optimal kontrol uygulamasinda, blok sifrelerde
kullanilan dogrusal doniisiimlerin incelenmesinde, kodlar teorisinde hata diizelten
kodlar yaratmada bilgisayar mithendisliginde ve kuantum kapilarinda olmak iizere bir
¢ok alanda karsilagilmaktadir (Selda Kiiciik¢iftgi, 2004; Bozkurt B. ve arkadaslari;
Fikri Gokpinar, 2007). Yarlagadda ve Hershey (1997) tarafindan Hadamard
matrislerin modern telekomiinikasyon ve dijital sinyal islemede bir¢ok uygulamalari
bulunmustur.

Ayrica Hadamard matrislerinin birden fazla kod bolimi uygulamalari igin
yayilan dizileri tasarim erisimi (CDMA) dogrudan dizisi (DS) spektrum yayilim (SS)

sistemleri Lam ve Tantaratana (1994) kullanimini g6z 6niine alacagiz.






e Hadamard matrislerden elde edilen hata kontrol kodlar:

Hadamard matrislerden elde edilen kodlarin hata diizeltme kapasitelerini ilk
olarak gosteren 1951 de Plotkin idi (Plotkin, 1960). Daha sonra Bose ve Shrikhande
(1959) tarafindan incelenmis ve Hadamard matrisleri ile simetrik blok kodu tasarimi

arasindaki baglantiyr gostermislerdir. Bu daha sonra Harmuth tarafindan genisletilmistir
(1960).

Teorem 1. 1. Eger bir n x n Hadamard matrisi var ise 2n kod vektorleri ile bir ikili

kod vardir ve en kiigiik uzaklik n/2 dir (Bunun bir lineer kod olmasi gerekli degildir.).

H
H Hadamard matrisinden bir blok kod dizayni [ H J ile kurulur (Peterson (1961).

Boyle bir kodun en kii¢iik uzakliginin n/2 olmasindan, kodlar verilen bir sifrenin
uzunlugu i¢in maksimum kod hata diizeltme kapasitesine sahip olan Hadamard
matrislerden ortaya ¢ikarilir.

Sondaj makinalarinin giines sisteminin disindaki gezegenleri ve Mars1 dolagsmasi
sirasinda bu kodlar Diinya’ya geri sifrelenen bilgilerin doniisiimii olarak Mariner ve
Voyager sondaj makinelerinde 1960 larda kullanildi. Diinya ve bu gezegenler
arasindaki anormal uzakliktan dolayi, sadece sinyalin diinyaya gelisi sirasinda onemli
bir zamani almakla kalmaz ayni1 zamanda sinyal ¢ok zayiftir.

Sadece  kodlarin hata diizeltme yeterliliklerinin giiclinden dolay1, Satiirn,
Urantis, Neptiin ve onlarin uydularinin yiiksek nitelikteki goriintiileri uygun bir sekilde
desifre edilecegi ig¢in bu sinyal miimkiindiir. Maddenin gergekligi gibi hata diizeltme
kodlarmin giicinii planlamada Hadamard matrislerinin uygulanmasi, yiikselen
meraklardan olan Hadamard matrislerin yeni kurulumlarimin bulunmasi ile ilgili
faktorlerden bir tanesiydi (Yani Ang et al. (2003), Baumert and Hall (1965),
Tryn(1972)).

e Hadamard matrisleri ve Walsh fonksiyonlari

Literatiirde Walsh fonksiyonlarinin Szabatin(1982) ve Yarlagadda ve Hershey’ ye

(1997) ait ¢ift tanimu vardir. Burada [0,1] araligini verecegiz.



Wal(0,t) =x,(t)=1,0<t<1

,0<t <05

Wal(1, t)le(t):{_l 05<t <1

,0<t<025ve075 <t <1

Wal(2,t) =x, (t) =
@19 =x0) {—1,0.25£t<0.75

1,0<t <025ve05 <t <075

Wal(3, t) = x,(t) =
-1, 025 <t <05v075<t<1

Ve yinelenerek m=1,2... ve k=1,...,2™" i¢in,

Wal(2 ™ +k-1,t)= x5 (t)

et x5 (2t), 0<t< 05
X s = +
()t (2t-1), 05< t < 1
o X (2t), 0<t< 05
X =
") X (2t-1), 05< t < 1

Bu yenilenme formiilii herhengi m ve k degerleri igin Walsh fonksiyonlarinin
tanimi i¢in kullanilabilir ve ilk sekiz Walsh fonksiyonunun g¢izimi Sekil 2. de

verilmistir. Walsh fonksiyonlar1 ayn1 zamanda Sylvester-Hadamard matrisleri

kullanarakta tanimlanabilir. 2" mertebeli boyle bir H ,» Matrisini kullanarak Wal(0, t)

den Wal(2™ -1, t) ye kadarki fonksiyonlar asagida verilen yontemle tanimlanabilir.

o) [22) 5

matrisinin i. satir1 ile tanimlanan Walsh fonksiyonu;

Eger [0, 1] araligin

gibi 2" tane araliga ayimrrsak H ,

Eger



H,, i,k +1) =1 ise [k/2", (k + 1)/ 2"] araliginda 1 degerini alir, diger
durumlarda ise -1 degerini alir.
Asagida Hadamard matrisleri ve Walsh fonksiyonlar1 arasindaki bagintiya bir

ornek verilmektedir. H, matrisi sdyle elde edilmistir :

H, H
ng[H4 I-:j:
4 Ty

11 1 1 : 1 1 1 1
1 -1 1 -1: 1 -1 1 -1
1 1 -1 -1:1 1 -1 -1
1 -1 -1 1 : 1 -1 -1 1
1 1 1 -1 -1 -1 -1
1 -1 -1 -1 1 -1

1 1 -1 -1 -1 -1 1 1
1 -1 -1 1 -1 1 1 -1

Sekil 1.2. ve H, in satirlar1 karsilastirilarak H, ile Walsh fonksiyonlar1 arasindaki

eslestirme asagidaki gibidir.

11 1 1 1 1 1 1\wal(ot)
111 4 -1 1 -1|wal(7,t)
11 -1 -1 1 1 -1 -1|wal(3t)
bt 1At -1 -1 -1 1 |wal(4t)
11 -1 -1 -1 -1|wal(1t)
1 -1 -1 -1 1 -1 1 |wal(6t)
11 -1-1-1-11 Wal (2,t)
1 -1-11 -1 1 1 -1wal(5t)
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Genel olarak H_, matrisinin i. satir1 k. Walsh fonksiyonu Wal(k,t) olarak

tamimlanir. Burada Kk ifade edilen satirdaki elemanlarin isaret degisimini

gostermektedir.

Walsh fonksiyonlari, ortogonal fonksiyonlarin komple kiimesini olusturmaktadir
(Walsh 1923). Bu her fonksiyonun [0,1] araliginda tanimlandig1 anlamina gelir.

A Wal(0,t)
} P
0 1 t
AWal(1,1)
} P
0 1t
T Wal(2,t)
o !
: : —
0 i i 1 t
A Wal(3,t)
} P
0 { ] 1 t
Wal(4,t)
1 1
: : b
0 i i i 1t
A Wal(5,1)
H i ]
' >
0 1 [ | 1 t
A Wal(8,1)
[ !
' ! >
4 ! Il__l i 1 t
A Wal(7.1)
) ! !
1 ; : —
0 ; i | 1t

Sekil 1.2. Walsh fonksiyonunun ¢izimi
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e Hadamard matrislerin ekran 6zellikleri

Eger p kolonlarinin her se¢imi igin, 2 satir vektorlerinin her biri sadece bir kere
ortaya c¢ikarsa N satirlart ve K siitunlar1 gosteren semboller olmak tizere (N, k, p) dizilimi
bir ekran dizaymidir. Ekran dizaymi (q) c¢arpanlarinin biiyiik sayilar1 inceledigi
durumlarda kullanislidir. Ama bunlardan sadece bir kag k umuldugu kadar 6nemlidir.
Ekran dizayni sadece belirli ana etkiler i¢cin geleneksel olarak kullanilan Hadamard
matrislerden dogar.

Genelligi kaybetmeksizin bir Hadamard matrisin ilk kolonunun sadece birlerden
olustugunu farz edebiliriz. Sonra bu kolonu yer degistirerek (N,N -1 p) ekran
dizaynin1 p >2 iken elde edebiliriz. Bu formdaki bazi ekran dizaynlar1 Placket ve

Burman tarafindan sunulmustur ve bunlar Placket-Burman dizaynlar1 olarak ifade
edilmistir ( Lin (1993), Tang ve Wu (1997), Wu (1993) ).

e Hadamard matrisleri ve optimal tartim dizaynlar

Herhangi bir egilimi olmayan kimyasal (iki go6zlii terazi) terazide n defa dl¢limle
p tane nesnenin tartildigini farz edelim. Eger j. nesne i. 6l¢iimde sol gbze yerlestirilmis

ise x; =1; Eger . nesne i. dlgiimde sag gbze yerlestirilmis ise X; =—1 olsun. Bdylece
nx p mertebeli X = (Xij ) matrisi tam olarak agirlik deneyini karakterize etmis olur.

P nesnelerinin hilesiz gercek agirliklarini W, Wy, ooy W, ile gozlemler ve n tane
tartimin sonuglarini ise Y, Y,,..., Y, 1ile gosterelim. Boylece gézlemler gostermistir ki

sol gozdeki agirlik i. dlgiimde Yy, kadar sag gozdekinden daha biiyiiktiir. Sirastyla W ve
Y,
W’ nin ve Y 'nin kolon vektorlerini gostermek tizere , gozlemler bir lineer model ile

Y =XW +e
esitligini verir. Burada e, e,,€,,...,e, nin siitun vektorii ve e, gozlemlenen ile umulan
gozlemler arasindaki hatadir. Farz edelim ki e, sifir ortalama ve bir kovaryans matris

o’l ile rastgele vektordiir. Tartilirken nesnelerin karsilastirilan kiitlelerden kiiciik
kiitlelere sahip olmas1 durumunda eylemsizlikten dolay1 kendini dengeleyecegi mantikli

bir tahmin olacaktir.



12

Hotelling (1944), herhangi bir 6l¢iim dizayninin C?)i degisiminin 0% den daha

kiigiik olamayacagini gostermistir. Eger X 6l¢iim dizayni , her © % minimum degisimli

agirliklart hesap edebiliyorsa optimal deriz. Kiefer’ in galismasi gostermistir ki eger
Hadamard matrislerden alinan kolonlar1 ortogonal olan +1 lerden olusan nx p lik bir
matris ise kimyasal terazi 6l¢giim X dizayn1 optimaldir.

Yukarida Hadamard matrislerin kullanildigi belli bashi konular1 ele aldik ama
hadamard matrisler daha bir ¢ok yerde kullanilmaktadir.Bundan dolay1 yillarca bilim
adamlari, matematik¢iler Hadamard matrisler iretmeye g¢alismislar ve Hadamard
matrisi kurma tontemleri gelistirmeye calismislardir.

Bizde Hadamard matrisler ve sayisal bolge (degerler cismi) hakkinda bilgi verip
ayni zamanda bu iki kavramin birlesimi yani Hadamard matrislerin sayisal goriintiisii
nedir? sorusuna yanit arayarak, arastirmalarimiz sonucunda elde ettigimiz bilgi ve

sonuclar1 paylagmaya karar verdik.

1.1. Amac¢ ve Kapsam

Hadamard matrisler ve kompleks Hadamard matrislerin sayisal bolgesini ve

genellestirilmis sayisal bolgesini bulmak amacimizdir.

Matrisler icin “0zdeger” ve “O0zvektdr” kavramlarinin tanimlanmalart ve
hesaplanmalari, karesel matrislerin “degerler cismi” ve “sayisal goriinti (sayisal
bolge)”, genellestirilmis sayisal bolge, hadamard matrisleri, hadamard matrislerin
olusturulmasi, digbiikey ortii gibi kavramlarinin tanimlanip genel olarak bu kavramlarin
temel ozelliklerinin incelenmesi, hadamard matrislerin sayisal bdlgeleri (veya degerler

cisimleri) i¢in elde edilen bulgularin sunulmasi ¢alismanin kapsamini olusturmaktadir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

A, nxn tipinde kompleks bir matris olmak iizere A nin sayisal bdlgesi

W(A) = {Z*AZ ||Z|| =1zel ”} seklinde tamimlanmaktadir. Klasik sayisal bolge

tizerinde bilinen sonuglar1 genellestirilen tridiagonal matrisin C-sayisal bdlgesinin
eliptik bir disk olabilmesi igin gerekli kosullar verilmektedir (Chien and Nakazato,
2001). Li ve Ark. (2002), negatif olmayan bir matrisin sayisal bolgesi i¢in Perron-
Frobenius sonuglarinin hemen hemen biitiin gelisimini sunmuslardir.

Negatif olmayan matrislerin sayisal bolgeleri diizenli asagi biikey ¢okgen
olarak elde edilmekte ve bazi problemler ortaya atilmaktadir.

Stirekli kesir matrisin sayisal bolgesi eliptik bir disk olarak elde edilmistir
(Chien and Huang, 2001). Matrisin klasik sayisal bolgesinin birer genellestirilmesi
olarak degerlendirilen cebirsel sayisal bdlge ve M-sayisal bolge gibi kavramlar
tiretilmistir. Bu genellestirilmis sayisal bolge kavramlariyla birlikte yeni tanimlar
tretilmistir.

Kismi diferansiyel denklemler ve sinir deger problemlerinin sayisal ¢oziimleri
icin kararli metotlar liretmede, sayisal analizdeki kararlilik incelemesi ile sayisal
bolgelerin iliskisi dikkate alimmaktadir. Ayrica kararli tahmin ediciler hakkinda
varsayimlar sunulmaktadir (Spijker, 1993).

Matris polinomlarinin spektrumlarinin smirlanmasi ile, kuadratik sayisal
bolgeler arasindaki iliskilere deginilmektedir (Guo ve ark., 2009).

Eiermann, elemanlar1 kapali formda

a,,=a, 1=123,..,n-1
a; =1a,,;=b, 1=123..,n-1
a; =0, i-j| >1

ile tamimlanan ve agik bir sekilde
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0 a 0 0
b 0 0 0
0O b 0 a 0
A=|. . [»abel
: 0
0 a
0 0 b -

ile verilen A = [aij ]e M, (0) kompleks ii¢ bant matrisin degerler cisminin

W(A)={zel :z= cos(niﬂ)(ae"" +be"),0< 0 < 7}

ile tanimlanan bir eliptik disk oldugunu gosterdi. (Eiermann, 1993)
Eiermann’ in buldugu sonuglarin bir neticesi olarak Chien ve Huang (Chien and
Huang, 2001)

0 1 0 0 0
1 0 1 0 0
o 10 " 0
A = : 0
0 KPR
0 - o 0 -1 e

matrisinin sayisal bolgesini elde etmistir. A, matrisinin belirttigi kiime

W(A2)={ZECZ z=2isin8cos(LJ,OS9<7r}

n+

seklindedir.

Chien ve Huang’ 1n ayni ¢alismasinda A, matrisinin sayisal bolgesi

kanitlanmustir.
fa 1 0 O 0]
-1 b 1 O 0
o -1 a . - 0
A= . . ) ) a,beR
Do b e
0 1
L 0 O _1 —nxn
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Merkezi (a+b)/ 2 olan bir eliptik disktir. Yatay eksen uzunlugu |a—b|,

dikey eksen uzunlugu 4cos (%) dir.

n+l
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde tezin 6zgilin sonuglarint igeren yontem bdliimii i¢in gerekli 6n

bilgiler verilecektir.
3.1. Materyal

Bu boliimde, matrisler i¢in “6zdeger” ve “0zvektor” kavramlari tanimlanacak ve

(13

hesaplanmalarina deginilecek, matrisler icin sayisal bolge (degerler cismi) ”
kavramlar1 tanimlanip genel olarak sayisal bolge” nin 6zellikleri verilecektir. Ayrica

Hadamard matrisleri ve Hadamard matrislerinin 6zellikleri de verilecektir.

3.1.1. Matrislerin Ozdegerleri ve Ozvektorleri

Matemetikte, 6zdeger, 6zvektor ve O6zuzay, dogrusal cebir alaninda birbiriyle
iligkili kavramlardir. Dogrusal cebir, vektorler iizerine uygulanan matrisler seklinde
temsil edilen dogrusal doniisiimleri arastirir. Ozdegerler, 6zvektdrler ve dzuzaylar, bir
matrisin Kkarakteristikleridir ve matris hakkinda 6nemli bilgiler verirler. Matrislerin
carpanlarina ayrilmasinda kullanilabilirler. Uygulamali matematik alanlarinda oldugu

kadar finans ve kuantum mekaniginde de uygulama alanlar1 vardir.

Ozellikle son yillarda matris ydntemleri iizerinde yapilan ¢alismalarin fizik,
mekanik, yoneylem ve ekonomi gibi uygulamali bilimlerde verimli bir ortam saglamasi,
matrislerin 6zdeger ve Ozvektorleri konusunun Onemini artirmistir. Uygulamada
kullanilan matrislerin simetrik matris olarak se¢ilmesi ile simetrik matrislerin

Ozelliklerinden dolay1 uygulamalar1 daha da kullanigl hale gelmistir.

Genel olarak, bir vektor lizerine uygulanan matris o vektoriin hem biiytikliigiind,
hem de yoniinii degistirir. Buna ragmen, bir matris bazi1 belirli vektorler {izerine
etkidiginde onlarin sadece biiyiikliigiinii degistirir, dogrultularini degistirmez (yani belli
bir yonelime sahip vektdr, tam tersi yone yonelebilir). Dogrultusu degismeyen bu
vektorler s6z konusu matrisin ozvektorleri olarak adlandirilir. Bir matris, bir 6zvektori
tizerine etkidiginde onun bilylikliigiinii bir ¢arpan kadar katlar. Bu carpan pozitif ise

vektoriin yonii degismeden kalir, negatif ise vektoriin yonii tersine doner (dikkat edilirse
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her iki durumda da vektoriin dogrultusu degismez.). (Sekil 3.1., Sekil 3.2, Sekil 3.3,
Sekil 3.4, Sekil 3.5 bahsettiklerimizi geometriksel olarak gostermektedir.). Bu ¢arpana,
sO6z konusu ozvektore iliskin dzdeger denir. Bir zuzay, ayn 6zdegere sahip tiim

ozvektorlerin olusturdugu kiimedir.

AX: AX
X
Sekil 3.1. AX ile X vektorlerinin Sekil 3.2. AX ile X vektorlerinin
dogrusal olmamasi dogrusal olmasi

AX = AX
Sekil 3.3. 1 >1licin X ile Sekil.3.4. 0<A<1 i¢cin X  Sekil 3.5. 2 <0 icin X ile

AX = AX vektoriiniin 116 AX =AX  vektdrliniin 3 x = AX vektoriiniin

geometrik gdsterimi geometrik gosterimi geometrik gdsterimi

Ozdeger ve Ozvektor ifadelerinin ingilizce karsihiklart eigenvalue ve
eigenvector diir. Eigen terimini ilk olarak David Hilbert (1862-1943) kullanmustir.
Hilbert eigenfunction ve eigenwert ifadelerini ilk olarak integral denklemlerle ilgili
bildirilerinde kullanmistir. Hilbert’in ¢ikis noktast homojen olmayan integral

denklemlerin, bir A parametresiyle matrissel karsiliginin (I —AA)X=y olmas: idi.

Hilbert bu esitligin sifirdan farkli homojen ¢oziimii i¢in A degerlerine eigenwerte adini
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vermistir ve A degerleri A matrisinin karakteristik koklerine karsilik gelmektedir.
Eigenvector kavrami ise ilk olarak Courant ve Hilbert tarafindan sonlu boyut ifadesi
aciklanirken kullanilmgtir.

John Von Neuman (1903-1957) bir eserinde f =0 sart1i altinda
Rf = Af ifadesindeki A yi1 eigenwerte, f yi ise eigenfunction olarak adlandirmustir.
Bu yaygin bir kullanim haline gelmistir. 1946 da H.&B. Jeffreys in “ Methods of
Mathematical Physics ” adl1 eserinde 6zdeger kavrami karakteristik deger ve gizli kok
kavramlariyla es anlamli olarak ifade edilmistir.

Simdide 6zdeger ve 6zvektor kavramlarinin cebirsel olarak ifadesini verelim.
Tamm 3.1.1.1. A, nx n tipinde reel sayilarin bir matrisi olmak iizere, 4 ya gore bir
polinom denklemi olan, det(A—M ) =0 denklemine A nin karakteristik denklemi ve
koklerine A nin ozdegerleri denir.

X #0 i¢in Ax = 4 x (1.1) oluyorsa x vektoriine A 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor
denir. Bir 6zdegere birden ¢ok 6zvektor karsilik gelebilir.
Dikkat edilirse (1.1) denkleminde Ax g¢arpimi x vektoriinii yine kendi skaler katina

dontstiarmektedir.

N 1 -1 1
Ornek 3.1.1.1 X 2{0} vektoria Az{o 2} matrisinin Ozvektoridir. Burada X

vektoriine karsilik gelen 6zdeger -1 olup,
-1 1|1 -1
AX = = =-1X
0 2]|0 0

O halde tiim bu anlattiklarimizdan herhangi bir A matrisinin 6zdegerini bulmak

yazilir.

icin bu matrisin karakteristik denkleminin koklerini bulmak yetecektir. Ozvektdrlerini

bulmak i¢in ise dzdegerler bulunduktan sonra dzdegerler (A1, — A)x =0 denkleminde
tek tek yerine yazilir. A matrisninin A, 6zdegeri i¢in elde edilen

(41, —A)x=0
denkleminin ¢6ziim kiimesi K| uzaymin bir alt vektor uzayidir. Bu alt vektor uzayr A

olsun. A altuzay1 4

. 0z degerine karsilik gelen 6z vektorlerin uzayidir.
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-3 4 0
Ornek 3.1.1.2. Ae13, A=/ 0 1 0 | olmak iizere A matrisinin dzdegerlerini ve
0 0 -3
0z vektorlerini bulalim.
Coziim.
A+3 4 0
det(Al,—~A)=detl 0 A-1 0 |=(2-1)(2+3)
0 0 A4+3

olur. Karakteristik denklemin farkli kokleri A4, =1 ve A, =3 tiir. Buna gore A

matrisinin iki tane 6zdegeri vardir. Bunlar 1 ve -3 tiir.

A, =1igin (41, — A)x =0 denklemi,

4 4 0] x 0
0 0 0(|x,|=|0
0 0 4| x 0
1)

denklemine doniisiir. Bu denklemin genisletilmis matrisinde elementer satir islemleri

yapilarak

o O b
o O b

0 0 1
0 0|00
4 0 0

o O -
o O
o O O

Bulunur 6yleyse (l) denkleminin ¢6zlimleri,

bigimindeki x matrislerinin kiimesidir. A, 6zdegerine karsilik gelen 6z uzay A olsun.

—t -1
A=4q|t |:itell }=5pq| 1
0 0

olur. A, [ ? uzayinim bir boyutlu bir alt vektdr uzayidir.
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A, =-3 igin (41, — A)x =0 denklemi,

0 4 0fx 0
0 -4 0||x,|=|0 (2)
0 0 Ofx 0

denklemine doniisiir. Bu denklemin genisletilmis matrisinde elementer satir iglemleri

yapilarak

0 4 0O 0100
0 4 0 0|]|]0O O O O
0 0 0O 0 00O

bulunur. Oyleyse (2) denkleminin ¢6ziimleri,

bigimindeki x matrislerinin kiimesidir. 1, 6zdegerine karsilik gelen 6z uzay A, olsun.

k 1((0
= ‘kitell p=95p ,

0f:k Sp<{|0{,| 0

t 01

olur. A, [} uzaymn iki boyutlu bir alt vektdr uzayidir.

3.1.2. Ozdeger ve Ozvektoriin Ozellikleri:

Oz deger ve 6z vektorlerle ilgili asagidaki 6zellikler vardr:

a) p(/l) polinomunun n-inci dereceden kompleks katsayili polinom olacagi agiktir.

Kompleks katsayili p(/i) polinomunun [ de n tane kompleks kokiiniin (gakisik

olabilir) varlig1 ise cebirin esas teoreminden bilinmektedir. A matrisinin karakteristik

polinomunda A",
(A-ay)(A-ay).(1-ay)

carpimindan elde edilir ve boylece A" ifadesinin katsayisi 1 olur. Buradan,
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det(Al, —A)=p(A)=2"+a A" " +a,A" * +..+a, 4 +3,

denklemine ulagilir. 4 =0 alirsak,

det(Al, — A)=det(-A)=a,

olur. Sonug olarak, a, =(~1)" det A olur.

Kisacas1 n. mertebeden bir kare matrisin karakteristik polinomu n. dereceden bir

polinomdur ve en yiiksek dereceli terimin katsayisi 1, polinomdaki sabit terim

a,=(-1)"|Al ve A" in katsayist —iz(A) dir. Eger A matrisinin Szdegerleri

Ay Ay Ay 158 iZ(A)ziﬂ,I ve det(A)=44,...4, seklindedir.

i=1

b) Benzer matrislerin 6z degerleri aynidir.

c) A matrisi tekil ise en az bir 6z deger sifirdir. A matrisi tekil degilse tiim

0z degerler sifirdan farklidir.
d) Birim matrisin biitiin 6z degerleri 1 dir.

e) A kosegen bir matris ise, 6z degerler kdsegen elemanlaridir.

f) A simetrik bir matris (Ae] ™" ve A= A') ise, tiim 6z degerleri reel dir.

g) A Hermityen bir matris (Ac ™ ve A=(A)") ise, tiim 6z degerleri reel dir.
f) A™ matrisinin 6z degeri, A nin 6z degerinin tersine esittir.

h) Reel simetrik bir matrisin tiim 6z vektorleri karsilikli ortogonaldir.

1) Ave A' matrislerinin 6z degerleri aynidur.

1) Eger bir A matrisinin 4 6z degerine karsilik gelen 6z vektorii v ise, c bir sabit
olmak iizere cv de A matrisinin 6z vektoriidiir.

Teorem 3.1.2.1. Ala; ], nxn tipinde bir matris ve Ala; ]nin 6z degerleri de

Ay , A, olsun. Bu durumda

n 2 n n 2
ZW SZZ‘ajk‘
i=1 j=1 k=1
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olur.

Ornek 3.1.2.1. Asagida verilen matrisin 6z degerlerini bulunuz ve bu 6z degerler igin
Schur esitsizligini kullanarak bir sinir bulunuz.

26 -2 2
A= 2 21 4
4 2 28

Coziim: Verilen matrisin 6z degerleri A, =30, 4, =25, 4; = 20 olarak bulunur.

Schur esitsizliginden,
2] < /1949

olmalidir. Gergekten,
30° +25° +20% =1925

dir ve buradan

3 2 3 2
21 =< ZZ‘ajk

3
i=1 j=1 k=1

elde edilir.

Teorem3.1.2.2. Bir hermityen matrisinin 6zdegerlerinin hepsi reeldir ve farkli

0zdegerlere ait olan 6zvektorler ortogonaldir.

Ispat. A bir hermityen matris olsun. A, A’nin bir 6zdegeri ve X, A ’ya karsilik gelen

ozvektor olsun. Eger o = X AX ise
a=a :(X*Ax)* =X AX=«a
dir. Oyleyse « reeldir.

a=XAX=xXAx= /’L||x||2
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a .
reeldir.

oldugundan A =

X

Eger X ve X,,swrasiyla 4, ve 4, ye karsilik gelen 6zvektorler ise
(A) % =X A%, =X AX = 2%,
ve
(A%) % = (A% ) =(4%x) =Axx, di
Buradan
A% X, = % X, dir

ve A, # 4, oldugundan

(X, %) =XX%, =0 dur.

Teorem 3.1.2.3. (Schur’s Teorem): Her nxn‘ lik A matrisi igin, U AU iist iiggen

matris olacak sekilde bir U {iiniter matrisi vardir (Steven J Leon, 1990).

Ispat. Ispat tiimevarimla coziilecektir. n=1 icin saglar. kxk icin dogru oldugunu

varsayalim. (k+1) x (k+1) lik A matrisini ele alahm. 4, A matrisinin dzdegeri olsun
ve W, A ‘e ait birim 6zvektor olsun. Gram-Schmidt islemini kullanarak w,,...,w, ,
leri olusturalim. Oyleki C*** i¢in {W,,...,W,,,} bir ortonormal tabandir. W, i=1,....k+1

icin i. siitun vektorii W, olan matris olsun.Boylece kurulumdan kaynakli W iiniter olur.

W’ AW  “in birinci siitunu W~ Aw, olur.

VV*AW1 = %W*W1 = 21e1
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Boylece M, kxk matris olmak tizere

W AW =

seklindedir. Tiimevarim hipotezinden V, kxk lik iiniter matris vardir dyle ki;

VMV, =T,

dir. Burada T, tiggendir.

matrisini alalim. Burada V Uniterdir ve

elde edilir.
Uu=wVv
olsun. U {initerdir. Ciinkii

U'U =(WV)WV =VWWV =1
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dir. Boylece
U'AU =T
olur. (Steven J Leon, 1990).

Teorem 3.1.2.4. (Spectral Teorem) Eger A Hermityen ise A matrisini kosegenlestiren
bir U {initer matrisi vardir (Steven J Leon, 1990).

Ispat. Schur’s Teoreminden T iist {iggen olmak iizere, U"AU =T olacak sekilde bir U

Uniter matrisi vardir.

T =(UAU) =U"AU =U"AU =T

Boylece T Hermityen ve dolayisiile T kosegen olmalidir (Steven J Leon, 1990).

A matrisinin reel ve simetrik olmasi durumunda 6zvektorleri ve 6zdegerleri reel

olmalidir. Boylece kdsegenlestirici U matrisi ortogonaldir.

Sonuc¢ 3.1.2.1. Eger A reel simetrik matris ise A’ y1 kdsegenlestiren bir ortogonal U

matrisi vardir. Oyleki; D kdsegen matris olmak iizere UT AU = D dir (Steven J Leon,
1990).

0o 2 -1
Ornek 3.1.2.2. A=| 2 3 -2| matrisini kdsegenlestiren U ortogonal matrisini
-1 -2 0

bulunuz.

Cozim: p(1)=-2>+31"+91+5=(1+ 2)2 (5—4) karakteristik polinomunun
kokleri

=2y =1, 2 =5
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dir. Oz vektorleri hesapladigimizda x, = (1,0,1)T ve x, =(-2,1, O)T dir. Bu vektorler
N(A+1) &6z uzayi i¢in tabandir. 4, = A, = —1 6zdegerlerine karsilik gelen 6z uzay igin

ortonormal taban elde etmek i¢in Gram-Schmidt islemlerini uygularsak;

Ly = i(l,o,l)T

U =—X =
okt V2

p= (X-Zrul)ul = _‘/Eul - (_1’ 0, _1)T

X, - p=(-111)'

1 1 T
Uy =—(x,— p)=-=(-111
2 ”X2 _ p”( 2 ) 3( )

A, =5 ‘e karsilik gelen 6z uzay X, = (—1, —2,1)T ile gerilir. x,, u, ve u, ye dik olmasi

gerektiginden sadece birim hale getirmeliyiz

1 1

Uy = —X, =—=
B Y BN

T

(-1-2,1)

Béylece {u;,u,,u;} ortonormal kiimedir ve

=
S~ &l

1
2
u=| o

1

N7

AT
S

6

matrisi A matrisini kosegenlestirir (Steven J Leon, 1990).
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Spectral Teoreminin devami olarak, her A Hermityen matrisi, U bir {initer
matris ve D bir diogonal matris olmak iizere UDU* carpimi olarak yazilabilir. U , A’ y1
kosegenlestirdiginden D’ nin kdsegen elemanlart A’ nin 6zdegerleridir ve U’ nun siitun
vektorleri 4" nin 6z vektorleridir. Boylece A kusurlu olamaz ve C" igin bir ortonormal
taban olacak sekilde tam bir 6zvektorler kiimesine sahiptir. Bu anlamda bu ideal bir

durumdur. Boylece eger A, {u,,..,u,} Szvektdrlerinin bir ortonormal kiimesine sahip

ve
X=CU, +...+CU,
ise
AX=cAU, +...+C AU,
dir. Ayrica

veya denk olarak

dir. Boylece
Ax =2 (ux)u, +...+ 4, (ux)u,

elde edilir.

Genel olarak, eger A, tam olarak 6zvektorlerin ortonormal kiimesiyle herhangi bir
matris ise U {initer ve D kosegen matris olmak {izere A=UDU* dir. (kdse elemanlari
kompleks olabilir.) Genel olarak, D" # D ve dolayisiyla A"'=UDU” # A dir. Bununla
birlikte
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AA"=UDUUD'U" =UDDU"
ve
A'A=UDUUDU" =UD'DU"

olur.

oldugundan AA" = A°A dir (Steven J Leon, 1990).

Tamim 3.1.2.1. Eger AA" = A'A ise A matrisi normaldir.

Teorem 3.1.2.5. A matrisi normaldir ancak ve ancak A matrisi 6zvektorlerin tam bir

ortonormal kiimesine sahiptir.

Ispat. Daha 6nceki anlattiklarimizdan kaynakli sadece bir normal matrisin 6zvektorlerin

tam bir ortonormal kiimesine sahip oldugunu gostermemiz yeterli olacaktir. Schur’ un

teoreminden bir U {initer matrisi ve bir iicgen T matrisi vardir dyleki T =U AU dir. T

‘nin de normal oldugunu iddia ediyoruz.

TT=UAUUAU=U"A'AU ve

TT " =U AUU AU =U"AAU

dir. AA"=AA oldugundan TT =TT  dir. TT  ve TT’in kose elemanlar
karsilastirildiginda,
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|t11|2 + |t12|2 +|t13|2 Tt |t1n|2 = |t11|2
|t22|2 +|t23|2 Jr---Jr|t2n|2 = |t12|2 +|t22|2
LY R 0 R | O e

dir. Burdan i = j iken t; =0 oldugu goriilir. Boylece U, A’ y1 kdsegenlestirir ve U’

nun vektor siitunu A ¢ nin 6zvektorleridir (Steven J Leon, 1990).
3.1.3. Matrislerin Sayisal Bolgesi ( Degerler Cismi )
Ozdegerleri A, 4,,...,4, olan Ae M_([) matrisinin spektral yarigap,

P(A) = max

1<j<n

A
ile, sayisal yarigap1
r(A) = r‘ngq(Ax, X)|

ile ve spektral normu ise

| Al = max|Ax

=1
ile tanimlanir.
Karmasik sayilar kiimesinin kapal1 sinirli bir alt kiimesi olan ve cebirsel olarak “A
matrisinin degerler cismi” , geometrik olarak “A matrisinin sayisal goriintiisii” ve genel

olarak “A matrisinin sayisal bolgesi” olarak bilinen W (A) kiimesi ve bu kiimenin

cebirsel ve geometrik 6zelliklerinden bahsedilecektir.

Tamm 3.1.3.1 nxn kompleks matrisler kiimesinden kompleks sayilar kiimesinin bir alt

kiimesine tanimlanan,
F(D):Mn —)D(DgD), A— F(A):X*Ax, (xeld")

fonksiyonunu g6z 6niine alalim. Bu takdirde,
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W (A)={F(A):AeM,}
={X'Ax:AeM_,xel",x'x=1}

={x'Ax:AeM,, xel"|x|=1

ile tanimlanan kiimeye, A€ M, matrisinin sayisal bolgesi denir.
Ornek 3.1.3.1 |, n-kare birim matrisinin degerler cismini bulalim. I, birim matrisinin
W ( I ) degerler cismi,

W (1)={F(1):1,nxn birim matris}

:{x*. o .XIXEDn,X*X:l}

0000 0 1]

=%, % %] % el KX+ KXy +ot XX, =B ={5}
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seklinde bir kiimedir. O halde, I, birim matrisinin sayisal goriintlisiiniin de, kompleks
diizlemde 1 kompleks sayisina karsilik gelen bir nokta olacagi yorumu yapilir.

Ornek 3.1.3.2 I, n-kare birim matris ve « €[] olmak iizere | matrisinin sayisal

bolgesini (degerler cismini) bulalim. 1 matrisi igin W (al ) kiimesi,

W (al)={F (a!):1,nxn birim matris, [}

={x"(al)x:xel",x’x=Laell}

={a(X'Ix):xell ", x'x=Laecll}

={a | .XIXEDH,X*X=1,056D}

0 0000 1
={a:aell}=[]

seklinde elde edilir ki, al matrisinin sayisal bolgesinin kompleks sayilar kiimesi

oldugu ve geometriksel olarakta kompleks diizlem oldugu bilgilerine ulasilir.

.. 30
Ornek 3.1.3.3. AZ{O 0} matrisinin sayisal bolgesini bulalim.

Verilen matris igin W (A) kiimesi,
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W(A)={z=F(A):A=[§ 8}}

30
:{z:x*[o 0]x:x*x:l, xell’}

13 0 oo o
2

={z =3X% 1 XX +X,X, =1, X, X, e[}
={z :3|xl|2 :|xl|2 +|x2|2 =1, %,% €0}

seklinde elde edilir. |X1|2 +|X2|2 =1, X, X, €[], sart1 altinda W (A) kiimesinin z :3|X1|2

elemanlarini karakterize edelim.
x, el igin z=3|x|" oldugundan
0<z=3|x| 3)
yazilir. Degisken X, X, €[] sayilar1 i¢in |X1|2 +|X2|2 =1 esitliginden,
|X1|2 <1 oldugundan
z=3Jx/ <3 4)

yazilir. (3) ve (4) denklemlerinden 0<z <3 elde edilir. O halde A matrisinin sayisal

bolgesi W (A) =[0,3] olarak elde edilir. Elde edilen W (A) nin kompleks diizlemdeki

yansimasi diizlemi olusturan reel eksenin 0 ve 3 arasinda kalan pargasidir.

Herhangi bir matrisin sayisal bolgesinin nasil bulunacagini pekistirmek amaci ile
bir 6rnegi daha gbz oniine alalim.

. 0 2
Ornek 3.1.3.4. A={O 0} matrisinin sayisal bolgesini bulalim. Verilen matris i¢in

W (A) kiimesi,
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0 2

o (0 2 o0 o
2

={z=2XX%, XX + %X, =1, %x,X, €}

seklinde elde edilir. |x|*+|%,[" =1 x,% € ozelligini de dahil ederck W (A)

kiimesinin z = 2X X, formundaki elemanlarini belirleyelim. Buradan,
2=2%%, =2 = |2%%,| = |2| = 2|%[[%,| = [z] = 2[x,||x, | € T
yazilir. ([%|=[%,|)" =% |* +[%|" - 2|x||x,| 5zdeslig ile,

0= (s ~Pal)* =1-2Jx x|

esitsizligine ulasilir. Bu esitsizlikte,

7| =2|x||x,| oldugu dikkate alirsa, W (A)

kiimesinin
0<1-|z|=|7|<1

esitsizligini saglayan z kompleks sayilarindan olustugu sonucuna varilir. O halde,
verilen matrisin sayisal bolgesi W (A)={z el :|z|<1} olacaktir. Simdi W (A) daki
kompleks sayilarin kompleks diizlemdeki nokta temsillerinin olusturdugu geometrik
sekli belirleyelim. W (A) nin tiim elemanlarini temsil eden degisken eleman z=u+iv

olsun. Bu degisken elemanin tagimasi gereken

|z|<1yada Ju+iv|<1

ozellik ile,
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lu+iv|<l=+u?+v? <l=u*+v? <1

esitsizligine ulasilir ki, geometrik olarak bu esitsizlik uv dik koordinatlariyla belirlenen
kompleks diizlemdeki birim ¢ember ve i¢ini belirler. Bir bagka ifade ile, A matrisinin
sayisal bolgesi kompleks diizlemde bir ¢ember ve onun i¢ noktalarindan olusan
geometrik sekildir.

Asagidaki teorem, Aec[l™ matrisinin O6zdegerlerinin W (A) kiimesinde
oldugunu ya da matrisin spektrumunun W (A) kiimesinin alt kiimesi oldugunu ifade
eden bir teoremdir.

Teorem 3.1.3.1 2 nin, Ael] ™ matrisinin bir 6zdegeri olmasi i¢in < 4 = X" AX,

X"x =1 olacak sekilde bir X vektoriiniin olmasidir.

Ispat. A, A ™" matrisinin bir 6zdegeridir <> Au=Au, 0=uell"

< AX =X, Ix= 0" 5x'x=1

Jul
< X AX = A(X'X)
<X A=A dir.

Boylece, Aell ™ matrisinin o(A) spektrumu ve W (A) kiimesi i¢in

o(A)={A: Ax=1x,0=xel"}
:{;t:x*Ax:Au:/iu,O;éUGD”,x:”ﬂ—”}

CW(A)

bagintis1 gegerlidir.
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3.1.3.1. Sayisal Bolgenin (Degerler Cisminin) Temel Ozellikleri

Bu kistmda W (D) degerler cisminin bazi temel 6zelliklerine deginilecektir.

Tanim 3.1.3.1.1 S,T <[] alt kilmelerininin toplami, S+T = {S +t:seSt eT} dir.

Tamm 3.1.3.1.2. o el sayisive S <[] alt kiimesi i¢in, aS ={as:se S} dir.
Tamm 3.1.313. AeM,() icin, H (A)=%(A+ A") matrisine A matrisinin

, 1 . . - .
Hermityen kismi ve S (A) = —(A— A ) kismina ise A matrisinin ters Hermityen kismi1

denir.
Hermityen (veya simetrik) matrislerle ilgili olan problemlerin bilgisayar

ortaminda ¢dziimlenmeleri daha net ve hizli olmaktadir. Ae M_(UJ) matrisinin sayisal

bolgesinin gergel elemanlarindan olusan alt kiimesi ReW(A) ile A matrisinin

Hermityen kismi ise H (A) = %(AJr A*) ile gosterilmektedir.

Tamm 3.1.3.1.4 S c[] alt kiimesinin sonlu sayidaki elemanlarinin tiim konveks

kombinasyonlarindan olugan kiime CO(S) ile gosterilir.

Tanim 3.1.3.1.5 A A,,...., A, e M () karesel matrisleri i¢in,

A 0 0 0

0 A O 0
®,A=0 0 :
Do ) 0
0 0 0 A

ile tanimlanan @], A blok matrisine A, A,,..., A, € M, () matrislerinin direkt toplam

matrisi denir.

Onerme 3.1.3.1.1. AcM_(J) ve a €ll igin,

i W(A+al)=W(A)+a dr.

. W (aA) =aW (A) dir.
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W (H(A))=ReW (A) dur.

RHP ={z ] : Rez > 0} olmak iizere,

W (A) = RHP < A+ A" pozitif tanimlidr.
V. AeM, () ve RHR ={zell :Rez >0} olmak iizere,
W (A) = RHP, <> A+ A" pozitif yari tanimlidr.
vi.  o(A)cW(A) dir.
vii. A,BeM,(J) olmak iizere, W (A+B) =W (A)+W (B) dir.
viii. AU eM,(0) ve U iiniter matris olmak iizere, W (U"AU ) =W (A) dir.
ix. AeM, () normal bir matris ise, W (A) =Co(o(A)) dir.

x. AeM, (1) ve BeM, (1) icin, W(A®B)=Co(W (A)UW (B)) dir (Johson,
1997).

. i1
Ornek 3.1.3.1.1. A:(l i] matrisinin W (A) degerler cisminin W (A) < RHPR,

i1
seklinde kapsandigin1 gosterelim. A = (l ] ve X = (Xij e ? igin,
[ X,

(G2

35t

x"(A+A*)x:(71 X,

>

N—"

Il
—~~
I

X
N
N

=2Rez>0

olur ki, W ( A) = RHP, bagmntisi gegerlidir.
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3.1.3.2. Sayisal Bolgenin (Degerler Cisminin) Konveksligi

[ nin Scl] alt kiimesinin konveksligi i¢in, 0 <« <1 ve s,t € S olmak iizere
as+ (1— a)t € S oldugunun gosterilmesi gerektigi ger¢eginden, W (A) nin konveksligi

icinde 0<a <1, x,yel" ve x’x=1=Yy"y olmak iizere

ax' Ax+(1-a)y Ay eW (A)

oldugu gosterilmelidir. Bir bagka ifade ile, 0<a <1, x,yell" ve xX’x=1=y"y olmak
iizere axX Ax+(1-a)y Ay eW (A) ozelligindeki W (A) kiimesi konveks bir kiime
olarak isimlendirilir.

Bu kisimda W (A) kiimesinin konveksligine, Ae M (U) matrisine {niter
benzer olan bir baska deyisle U tiniter matrisi icin B=U"AU formunda ifade edilebilen
B matrisinin 2x2 tipindeki sol iist esas alt matrisi B({L1}) in degerler cisminin
konveksligi ile karar verilmesine deginilecektir. Buradan,

“W (A) kiimesinin konveksligi ile W (B({L1})) in konveksligi denktir.”

sonucuna ulasilacaktir.
Her x,yell" vektor ¢ifti ve U tniter matrisi igin ilk iki degerinden sonraki

degerleri sifira denk olan

x=Uv, y=Uw
olacak sekilde v,w e " vektorleri mevcuttur. Buradan,
ax"Ax+(1-a)y Ay = av'U AUV +(1-a)w'U "AUw
=aVv'Bv+(1-a)w'Bw

yazilir ve boylece £ ve n sirasiyla bilesenleri v ve w vektorlerinin ilk iki elemanindan

olusan vektorler olmak tizere

aX Ax+(1-a)y Ay =a&'B({L.2})é+(1-a)n'B({L.2})n
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elde edilir. O halde goriilmektedir ki, B matrisine B=U"AU seklinde iiniter benzer
olan A matrisinin W (A) degerler cisminin konveksligi ile W (B({L1})) in konveksligi

denktir.
Bu denklikten hareketle, AeM, (0) matrisinin W (A) degerler cisminin

0 a 0 a
konveksligine {b O},(0<a,beD) formundaki matrislerin qu OD degerler

cisimlerinin konveksligi lizerinden karar verilecektir.

Asagidaki yardimer teorem ile, herhangi bir Ae M, () matrisinin iiniter benzerlik

durumuna deginilecektir.

Yardimer Teorem 3.1.3.2.1 Her Ae M, () igin, W"AW nun iki ana kdsegen elemani

esit olacak sekilde W € M, () {initer matrisi vardir.

Sonu¢ 3.1.3.2.1. Herhangi Ae M, () matrisi,

K
W*Aw{ Clz]k:—lizA
c, —kK 2

D:{_k ClZ:|
c, -k

matrisine uniter benzer ise, bu takdirde

W (A)=W(D)+(-k)

seklinde

bagintis1 gegerlidir.

Yardimci Teorem 3. ile ulagilan; herhangi A€ M, (') matrisinin,

K
W*Aw{ Clz]k:—lizA,
c, —K 2

seklinde bir tiniter benzerlige sahip olacagi ve Sonug 3.1.3.2.1 ile ulasilan;
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0 c
esitliginin ayn1 anda degerlendirilmesi ile, (d 0]6 M, () formundaki matrislerin

0 c
W [(C 62 D degerler cisimlerinin elde edilmelerinin 6nemi daha net anlagilmaktadir.
21

0 c
D =( Oj e M, () formundaki matrislerin W (D) degerler cismini elde etme

0
islemini biraz daha basitlestirelim. W =[0 igj, 0 ell dniter matris i¢in, D
e

matrisinin Uniter benzer matrisi

. 1 0 0 cyf1 O
wDow=|_ y
0 e“)ld 0/)lO ¢

[ 0 ce’

de’ 0

seklinde bulunur. ¢ ve d kompleks sayilarinin C=|C|ei01, (6,€el) wve

d= |d|ei92, (6, €l1) seklinde yazilimlari ve 6 = % (6, —6,) alinmasi ile,

) 0 ce’) (0 | 1
wWDw=| - — e ==
e 5 el G)e-sare

0 c
formu elde edilecektir. Bdylece, D:[d Oje M, () kompleks matrisin degerler

0 |c _ o :
cismi, kdsegen elemanlar1 negatif olmayan [|d| |O|J matrisinin degerler cismi tizerinde

belirlenebilecektir. Daha agik olarak,
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0 c
esitliginden W (D) ye ulagilabilinecektir. D= (d Oj e M, () kompleks matrisinin

0 |cf

degerler cisminin reel
jdf o

J matrisinin degerler cismine indirgenmesi, degerler

cisim kiimesine ulagirken takip edilen incelemeyi oldukc¢a kolay kilacaktir.

0 a i . )
Asagidaki teorem, (b OJ' 0<a,bell formundaki reel matrisin sayisal bolgesi

olan geometrik sekli belirleyen bir teoremdir.

0 a
Teorem 3.1.3.2.1. Az[b OJ’ 0<a,bell formundaki bir matrisin sayisal bolgesi

xoy -kompleks diizlemi iizerinde merkezi orjinde, sanal eksen {izerinde |a—b|
uzunluklu kiiclik eksene, reel eksen {izerinde |a+ b| uzunluklu biiyiik eksene sahip ve

odaklart ++/ab olan elips ve onun i¢ bolgesidir.

Sayisal bolgenin genellestirmesine gegmeden 6nce MAPLE programi icerisinde
kompleks matrislerin sayisal goriintiilerinin ekran goriintiilerini sunan algoritmik
yazilimi (procedure) igeren bir paket yardimiyla bazi kompleks matrislerin sayisal
bolgelerinin ekran goriintiilerine 6rnekler verecegiz.

.. 1
Ornek 3.1.3.2.1. A = L 0 } matrisinin sayisal bolgesi;

15

A 1

Sekil 3.6 A matrisinin sayisal goriintiisiiniin Maple ekran ¢iktisi
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Sekil 3.7 A matrisinin sayisal goriintiistiniin farkli bir yontemle ¢izilmis Maple ekran

ciktisi

.. i
Ornek 3.1.3.2.2. A, :{ L } matrisinin sayisal bolgesi;
-1 i

1.67
144

1.21

06 04 42 ] 02 04 06

Sekil 3.8 A, matrisinin sayisal goriintiistiniin Maple ekran ¢iktisi
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Sekil 3.9 A, matrisinin sayisal goriintiisiiniin farkli bir yontemle ¢izilmis Maple ekran

ciktist
2 1.0 0 0]
0 2100
Ornek 3.1.323. A,=| 0 0 2 1 O] matrisinin sayisal bdlgesi;
0 10 21
11/4 0 0 0 2]

5

Sekil 3.10 A, matrisinin sayisal goriintiisiiniin Maple ekran ¢iktisi
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S

I;;,

NI

e,

\]

S

Sekil 3.11 A, matrisinin sayisal goriintiisiiniin farkl1 bir yontemle ¢izilmis Maple ekran

ciktist

Ornek 3.1.3.24. A, =

O O O

R O O N

matrisinin sayisal bolgesi;

Sekil 3.12 A, matrisinin sayisal goriintiisiiniin Maple ekran ¢iktisi
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7
5
X<
X

o
/

7
22

S

T
S
=ou
i, |
S

o

o
7z

5
e
]
-

Sekil 3.13 A, matrisinin sayisal goriintiisiiniin farkl1 bir yontemle ¢izilmis Maple ekran

ciktist

3.1.3.3. Sayisal Bolgenin Genellestirilmesi

Bu boliimde sayisal bolgenin genellestirilmelerinden C-sayisal bolge ve C-sayisal
bolgenin iki tipi olan k-sayisal bolge ve c-sayisal bolge ile bu genellestirmelerin
ozelliklerini verecegiz. Daha fazla bilgi i¢in Hing-Sang Lau’ nun tezine ve tezinde

verdigi referanslara bakilabilir (Hing-Sang Lau, 1999).
e k-Sayisal Bolge

AeM,_ (U) olmak iizere ke{l,Z,...,n} i¢in
1& .
Wk(A):{EinAxi:xi,...,xk 0" de ortonormal}
i=1

kiimesi k-sayisal bolge olarak adlandirilir. ilk olarak 1964 de P. R. Halmos tarafindan
goz oniine almmustir. W, (A)=W (A) oldugundan k-sayisal bdlge klasik sayisal

bolgenin genellestirilmis halidir.
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N 00
Ornek 3.1.3.3.1. A:{O J matrisinin W, (A) sini belirleyelim.

Coziim. X, = (X, X, ) Ve X =(X,,X,,) 0 ? de ortonormal olmak iizere

W, (A) { Zx AX i X, X, 7 de ortonormal}

0 01| X — —|0 0 x
{ 0 J{le*'[le Xzz]{o J{ijjixfﬁ—fo:l,Xzzﬁ—Xzzz=1}
Z= X12X12+X22X22)}

{
{e=3 (el +1e)}

kiimesidir.

X2 x5 =1 x2 + x5, =1 Ve [x,|" <1 ve |x,| <1

oldugundan

2=1

N |-

< (%l +heaf) <2205 2= (il +xaf ) <

bulunur. Bu durumda 0 <z <1 oldugundan W, (A), [0,1] araligidir.

Onerme 3.1.3.3.2. (k-sayisal bélgenin 6zellikleri)

Her AeM, (U) ve ke{l2,..,n} igin,

i W (A)= {%izA}

ii. W, (A) kompaktir.

iii.  W,() duniter benzer degismezdir. Yani biitin tniter U matrisleri icin

W, (U"AU) =W, (A) dir.
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iv.  k=12..,n-1igin kW, (A)={izA}—(n—k)W,_, (A) dir.

v. o(A)={4,...4,} olmak iizere eger 1<i, <i, <...<i, <n ise

%(/1 + 4y +ot 4 ) €W (A)

dir.
1949 da Fan, A hermityen matrisi i¢in quadratik formlarin toplamu ile ilgili olarak

A, 2.2 A, , Anm 6zdegerleri olmak iizere,

kW, (A) = {gﬂn_wiﬂj}

=

esitligini elde etmistir.

1  2+3i 5i
Ornek 3.1.332. A={2-3i 2 1+7i| hermityen matrisinin W, (A) s
=51 1-7i 3

hesaplayalim.

Coziim. 12.4327, -0.5018, -5.9309 sayilar1 A matrisnin 6zdegeleridir. Bu durumda

oldugundan
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1] 2
WZ(A):E[Z;,%M,Z;/IJ}
1= j=
= %[—5.9309 ~0.5018,12.4327 - 0.5018]

_ %[—6.4327,11.9309]

{—6.4327 11.9309}
2 2

araligidir.

Fan, 14 yil sonra biitiin normal matrisler i¢in W, (A) nin konveks oldugunu
gosterdi. Williams ve Fillmore normal matrislerin k-sayisal bolgesinin, A, 4,,...,4,, A

normal matrisinin 6zdegerleri olmak iizere

1

W, (A) :conv{%(ﬂﬁl + A +...+2,,k):1£il <..<i < n}

oldugunu gostermislerdir. Daha sonra Halmos her Ae M (U) i¢in W, (A) nin konveks

oldugunu tahmin etmistir ve kisa bir silire sonra Berger doktora tezinde bunu

ispatlamistir. W, (A) nin konveksliginin bilinmesi ile Williams ve Fillmore bu sonucu

kullanarak asagidaki bagintiyr kesfetmislerdir.

Teorem 3.1.3.3.1. 1<i < j<n olmak lizere her Ae M () igin,

dir.

Bununla beraber Goldberg ve Straus, W, (A) nin reel lineer kombinasyonlarinin

bagintilar1 {izerinde ¢aligtiklarinda yukarida verilen teoremle tezat olacak sekilde

asagidaki teoremi sunmuslardir.

Teorem 3.1.3.3.2. 1<i< j<n ve a €[l olmak iizere her Ae M (U) icin
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olacak sekilde bir bagint1 yoktur.
e C-Sayisal Bolgesi

1973 de Marcus klasik sayisal bolgenin baska bir genellesirilmesini goz Oniine

ald1 ve adina c-sayisal bolge dedi.

Tamim 3.1.3.3.1. Her Ae M, (0) matrisi ve ¢ =(c,,....,.C,) €[" vektori icin,

n
:{Zcixi*Axi CXyye X0, 0" de ortonormal}
i=1
kiimesi A matrisinin c- sayisal bolgesidir.

) 2 0 .
Ornek 3.1.3.3.3A= 0 ol c=(21) elJ? ise W, (A) y1 bulalim.

Coziim. X, = (Xll, X, ) Ve X = (X, X, ) ['? de ortonormal olmak iizere

X AX, 1 X, Xy, 17 de ortonormal}

2 0 — —112 0|} x
{ X O O}L);lj"'l[xﬂ Xzz}{o 0}]{)(2}:)(121"')(122:1’X221+X222:1}

2.2. x11x11+1 2. x21x21 X%, €1 }

-{
{2 21X+ X1 X ) Xll,XZleD}
{ 2|X11 +|X21| ) XanzlGD}

kiimesidir.
X, + x5, =Lx, +x, =1 ve |x11|2 <1 ve |x21|2 <1
oldugundan

< (Il +xaf ) < 2= 0< 2= 2(2]x,[ + ][ ) <2.3=6

elde edilir. Yani verilen elemanlar igin W, (A) , [0, 6] araligidir.
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Eger cell" nin ilk k koordinati % ve digerleri 0 ise W, (A)=W,(A) oldugu
goriilebilir. Yani k- sayisal bolgesi, c- sayisal bolgesinin dzel bir halidir. Eger [c] i,
kose elemanlart c,,....c, olan diag(c,,...,c,) kosegen matrisi olarak gosterirsek ve

U (A)={U*AU U eM, Uniter matris}, A’ nin Uniter orbiti olmak iizere c- sayisal

bolgesi

W, (A)={iz([c]Y):Y U (A)}

c

seklinde tekrar yazilabilir. Boylece W, () degismez tiniter benzerdir. Dikkat edilirse her

AeM, () igin eger o(A)={A,...4,} ise W, (A) her zaman

{chﬁﬁ(k) iTe Sn}
k=1

noktalarini igerir. Burada S, n. dereceden simetrik gruptur. P (A) y1, biitlin n!

n? C

{chﬂ”(k) e Sn}noktalarlnln disbiikey ortiisii olarak gosterelim. Eger W, (A)
k=1

digbiikey ise P, A A

(A)gWC(A) dir. Ek olarak eger P (A)zW (A) ise A, c-

digbiikeydir. Benzer olarak ayni tanim k- sayisal bolgesi igin de yapilabilir.

c- sayisal bolgesi, k- sayisal bolgesi gibi her zaman konveks degildir. Bu durumu
Westwick 3x3 normal matrisi i¢in bir 6rnek vererek her zaman konveks olamayacagini

gostermistir. SOyle ki;
Ozdegerleri {i,1,0} olan A normal matrisini ve c:(i,l,O)t yi alam. W, (A)

konveks degildir ¢linkii —1, 2i eWC(A) ama -1 ve 2i yi birlestiren dogru parcasinda

W, (A) da bulunan bagka bir nokta yoktur.

W, (A) genelde konveks olmamasma ragmen, W,(A) nin konveksligini

garantileyecek bazi  yeterli durumlar vardir. Ornegin, eger c,C,,..,C, kompleks

n



50

diizlemde kolineer ise Westwick (ve sonrasinda Poon) W, (A) nin her Ae M, (U) i¢in
konveks oldugunu ispatlamigtir. Daha sonra Au-Yeung ve Tsing bunun tersinin de

dogru oldugunu gostermislerdir. Ozellikle de eger C,,C,,...,C, kolineer degilse W, ([C])
nin konveks olmadigini gostermislerdir. Bununla beraber eger A€ M, ise Goldberg ve

Straus W, (A) nin daima konveks oldugunu ispatlamislardir. Ayrica T-Sing, W, (A)

nin 1 iZA(Z ij noktasina gelince yildiz seklinde oldugunu ispatlamistir.
n k=1

e C-Sayisal Bolge

Goldberg ve Strauss c-sayisal bolgesini, C-sayisal bolgesine daha da

genellestirdiler. A,CeM, olsun. A kiimesinin C-sayisal bdlgesi; her n. mertebeden
UeM, diniter matrisler igin tim iZ(CU*AU) kompleks sayilarinin  kiimesidir.

Herhangi bir cell" i¢in C=[c] alirsak W, (A) =W, (A) elde edilir ve buradan c-
sayisal bolgesinin C-sayisal bolgesinin 6zel bir durumu oldugu goriilebilir. Bu takdirde,
klasik sayisal bolge de W (A) =W, (A) dir. Burada E; e M, ve (i, j)-inci elemam 1

ve digerleri sifir olan olan matristir.
Onerme 3.1.3.3.3. (C- Sayisal Bélgenin Temel Ozellikleri)

A, B,CeM,, U eM, initer ve &, 4 el olsun,
(@) W, (U"AU ) =W (A) dir.

(b) W, (A)=W, (C) dir.

(c) W, (A+B) W, (A)+W, (B) dir.

(d) W, (aA+ B1) =W, (A)+ fiz(C) dir.

Bu sonugtan ; eger C normal ise c e[1", C ¢ nin 6z degerlerinden birinin

dzvektorii olmak iizere W, (A) =W, (A) dir. Eger C, K - rankl dik iz diisiim ise
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W, (A) = kW, (A) dir. Ciinkii bazi tiniter U matrisleri i¢in C=U (E,, +...+ E, )U" dir.

Elbetteki (a) ve (b) maddelerinden her Ae M, i¢in W

u

o (A)=W, (A) dur.

Teorem 3.1.3.3.3. AeM, olsun. W, (A) =W, (A) olmast igin gerek ve yeter sart C

ile D nin uniter benzer olmasidir.

Her A eM, i¢in klasik sayisal bolge yarigap: gibi C- sayisal bolge yaricapi
r. (A)=max{|z|: 2 W, (A)}
seklinde tanimlanir.

Her C i¢in r. (A) bir seminormdur. Goldberg ve Straus; r. (A)nm, M iizerinde

bir norm olmasi i¢in gerek ve yeter sartin C nin sabit bir matris olmamasi ve izC = 0

olmasi gerektigini gostermislerdir. Boylece, k-say1sal yarigapt

r (A):=max{|z]:zeW, (A)} bir normdur ancak ve ancak k=1, 2,..., n-1 dir. 1, (.) nin

norm oldugu C e M, matrisleri i¢in Goldberg ve Straus, C nin degisik tipleri i¢in katl
carpan elde etmislerdir ve sonra Li bu sonucu (daha kiigiik ¢arpanlar vererek) her

AeM, icin a|A|<r.(A)<p|A| olacak sekilde «,B>0 sayilarm bularak

gelistirmislerdir. Burada |||| spektral normdur ve boylece herhangi x> § , e () icin

bir katl ¢arpandir.

Simdi de biraz W, (A) nin konveksliginden bahsedecegiz.

Tanim 3.1.3.3.3.2. Kolineer 6zdegerlere sahip E € M, normal matrisine asi/ hermityen

denir.

Her asil hermityen matrisi, baz1 H € M, hermityen matrisi ve «,fe€l]l i¢in
aH + Bl seklinde ifade edilebilir. Onerme 3.1.3.3.2 ve c-sayisal bdlgesinin
ozelliklerinden “ Eger C normal ise her AeM, i¢in W, (A) konvekstir ancak ve

ancak C asil hermityendir.” sonucu ¢ikarilabilir. Daha sonra Tsing ve Li (1991); bazi
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pellicin C—plmatrisi, k=1+1 iken M, =0 ve biitiin diagonal bloklar1 kare
matris olacak sekilde bloklara ayrilmis formda bir blok degisim matrisi olan

M=(M,) matrisine iiniter benzer ise her AeM, i¢in W, (A) mn merkezi

1<k,I<m
orjinde olan bir ¢embersel disk ve boylece konveks oldugunu ispatladilar. Bu sonug

W, (A) min C nin normal olmadigi durumlarda konveks olabilecegini sdylemektedir.
Bazi sell igin eger rank(C —sl)=1 ise, her Ae M, i¢in W, (A) konvekstir. C nin
hangi durumlarinda W, (A) nin konveks olacagi da caligilabilicek bir konu olabilir.

(izA)(izC)

1996 da Tsing ve Cheung her A,C € M igin noktasinda W, (A) nin her

zaman y1ldiz bi¢imli oldugunu ispatlamislardir.

a a
C-sayisal bolgeyi anlatan bu boliimii, 0zel olarak segilmis A:(b j ve
a

C . . .. . .
C =(7d/ j matrisleri alindiginda WC(A) kiimesini belirleyen asagidaki teoremle
/4

bitiriyoruz.

Teorem 3.1.3.34. a,y €ll, 0<b<a ve 0<d <c olmak iizere

a a y €
A= ve C =
RS
olmasi1 durumunda
yoo  ac
W. (A)=W]| 2
(#) Mbd WD
= {2ya+ r[(ac+hbd)cost+i(ac—bd)sint]:re[0,1],t e [0,272')}
kiimesidir (Hing-Sang LAU, 1999).

e (-Sayisal Bolge

Bu boliimde son yillarda oldukea fazla calisilan ve C-sayisal bolgenin 6zel bir

cesidi olan g-sayisal bolge ve 6zelliklerinden kisaca bahsedecegiz.
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AeM,, gell ve g <1 olmak iizere A€M, matrisinin g-sayisal bolgesi

W (A)::{y*Ax:x,yeD”,x*x:y*yzl,y*x:q}

q

dir. Ek olarak

w, (A):=max{|z]: zeW, (A)}

q

ise AeM, matrisinin g-sayisal yarigapidir.

C, =0k, + 1—|q|2 E,, olarak alinirsa W, (A) nin We, (A) oldugu goriilebilir.

(Teorem 1.25 den E, C, ya iiniter benzer herhangi bir matris ise W, (A) =W (A)

dir.). Bundan dolay1 g-sayisal bolgesi bir ¢esit C-sayisal bolgesidir.
1961 de Bush ve Olkin A eM, reel simetrik matris, q €[] ve |g| <1 olmak iizere
{ytAx:x, yell ", xX'x=yy=1, y‘x:q}
kiimesi lizerinde ¢alismislar ve 4, >...> A , A’ nin 6zdegerleri olmak iizere

Wra)A —(A-a)h o GO A-(1-a)4,

2 2

oldugunu gostermislerdir.

Ornek 3.1.3.3.4. A= matrisinden

o O » O O
o O o +— O
o O O O -
N O O O O
O N O O O

{yTAx:x,yeD”,x*xzy*yzl,yTX:%}

kiimesini elde edelim.
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Coziim: A matrisi reel simetrik matristir ve 6zdegerleri 4 =2, 4,,=1, 4, =-1ve

A, =—2 dir. Bush ve Olkin’ nin yukarida buldugu sonucu kullanirsak

(1+09)24,-(1-a)4 (1+09)4-(1-9)4,

<yTAX <
2 y 2
whea-(rle  (wle-(rleo
U3 ) yTax<l 3 3
2 2
=-2<y Ax<2

oldugundan istenilen kiime [-2, 2] araligidur.

Bush ve Olkin’ nin yukarida buldugu sonugtan sonra Marcus ve Andresen bu

sonucu cesitli yollarla genellestirmiglerdir. Dahasi Wq(A) nin yol baglantililigini

kullanarak, W, (A) nin orjin etrafinda dondiiriilmesi ile olusturulan seklin kompleks

diizlemde bir halka oldugunu gostermiglerdir.
q=0 oldugu zaman her AeM, i¢in W, (A) her zaman orjin merkezli ¢embersel
PR : : A -1, .
disktir. Eger A hermityen ise, a, (A)= 5 dir. Ek olarak Stolov her AeM_ igin

@, (A)=min{|A-A1]: 20} oldugunu gostermistir. Her AeM, igin W, (A), Aya

tiniter benzer olan matrislerin (1,2)-inci elemanlarinin kiimesi gibi goriilebilir.

Onerme 3.1.3.3.4. (g-Sayisal Bélgenin Temel Ozellikleri)

ABeM, ve |q| <1 olacak sekilde q €[] alalim.

1) Her r,s el olmak tizere W, (I‘A+ sl ) =rwW (A)+Sq dur.

q

2) Her hangi bir U {initer matrisi i¢in W, (U *AU ) =W, (A) dir.

3) X"X =1, olan herhangi bir X e M, icin W, (X"AX ) =W, (A) dir.
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4) |z] =1 ve zel) olmak iizere W,, (A) = 2ZW, (A) dur.
5) W, (A+B) W, (A)+W, (B) dir.

6) o(A), Anm spektrumunu gostermek iizere qo (A) =W, (A) dir.

7) Reel g sayilart igin W, (A*) =W, (A) dur.

Bir sonraki sonug g nun farkl degerleri i¢in W, (A) nin bir igerik iliskisini

Verir.

Teorem 3.1.3.3.5. q,,0, €[l nin 0< |q2| < |q1| <1 isagladigini varsayalim. Bu

durumda her hangi bir AeM, igin
LW, (A) = GW,, (A)
dir.

Bu boliimii, eger |q| <lise W, (A) nin bir dogru pargasi veya bir konveks ¢cokgen

hi¢ bir zaman olamayacagina ama bir nokta olabilecegine dikkat ¢ekerek bitirecegiz.
Teorem 3.1.3.3.6. A nin skaler bir matris olmadigini ve |q| #1 oldugunu farzedelim. Bu
durumda W, (A) mn sinirlart bir diizgiin egridir. Ozellikle W, (A) bozulmamis bir
dogru pargasi yada bir konveks ¢okgen olamaz.

Teorem 3.1.3.3.7. AeM, olsun. A= ul ve qu =«a olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

W (A) = {a'} olmasidir.

q

g nin ve A nin baz1 durumlarinda Wq (A) nin kesin sekli belirlenebilmistir. Simdi

bunlara biraz da deginecegiz.

. g=0 ise her AeM, igin W, (A), yarigapt min{|A-Al|:2€0} olan orjin merkezli

dairesel disktir. W, (A) kapali da agikta olabilir.
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|q| =1 ise W, (A) =qW (A) dir. Bundan dolay1 W, (A) , W (A) i dondiirilmiis

halidir.

3. A asil hermityen ise, r,sel]l ve |r| =1 olmak tizere rA+ sl hermityendir ve her q i¢in

W, (rA+sl)=rW, (A)+sq

q

dir. W, (rA+sl), odaklari qmino (rA+sl) ve qmaxo(rA+sl) olan ve minor eksen

uzunlugu 1-g° (max o (rA+sl)—minc(rA+sl)) olan bir eliptik disktir.

4. a,p,qell, 0< B <a ve 0<g<1 olmak iizere

2
A:[O “] vec=c, =% Vi@
g 0 0 O

olmasi durumunda

(A)

{E (a+B)+\1-q ( ﬂ)}cos@+

V3 [( B)+\1-g (a+ﬂ)Jsin9:OSrs1,0§032ﬂ}
dir.
5.n >3 olmak iizere A=diag(4,...,4,) alalim. Bu durumda,
W, (A)=U{W, (diag(2,,4,,4,)):1< < J, < s <n}

dir.

Tamim 3.1.3.3.3. Eger bir mxm P matrisi, bir nxn A matrisinin n-m satirt ile ayni n-m

stitunun kaldirilmasi ile elde ediliyor ise P, A matrisnin bir mxm temel altmatrisidir.
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7.9e (0,1) ve n>3 olsun. AeM_  normal matris ve k >3 olmak iizere 14, ..., 4 'nin
W (A) = ConVJ(A) nin farkli koseleri oldugunu varsayalim. B = diag (ﬂl, 7 ,uk)

matrisinin 3x3 lik B,,...,B, , temel matrisleri vardir 6yleki

W (A): U WQ(BJ)

q 1< jek—2

dir.
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3.1.4. Hadamard Matrisleri

1893 te Hadamard Jacques Salomon’ un ‘aij‘ <1 olacak gekilde a; elemanlar

ile verilen herhangi bir nxn kare kompleks matrisin determinantinin mutlak degerinin
alabilegi en biiyiik deger nedir sorusuna buldugu ¢oziim olan ve bu olaydan 26 yil 6nce

1867 de Silvester tarafindan kesfedilmis olan matrislerdir.

Tamim 3.1.4.1. Her girdisi 1 ya da —1 olan ve HH' =n1_ esitligini saglayan n x n
boyutlu bir H matrisine »’ lik Hadamard matrisi denir. Bu ifadede, 1, n x n lik birim
matris, H'de, H matrisinin devrigidir (Selda Kiigiikgiftgi , 2004).

Asagidaki matrisler 1. mertebeden, 2. mertebeden ve 4. mertebeden Hadamard

matrislerdir (Bozkurt B. ve arkadaslart).

11 1 171[-1 -1 -1 171 1 1 -1
[1]111—11—11—11111—11
1 -1t 1 -1 -1/l1 1 -1 171 -1 1 1

1 -1 -1 1|1 -1 -1 -1||-1 1 1 1

Hadamard matrisler basta iletisim (6zellikle mobil iletisim), istatistik, projektif
geometri, tamamlanamamis blok tasarimlar ve optimal kontrol uygulamasinda, blok
sifrelerde kullanilan dogrusal doniisiimlerin incelenmesinde, kodlar teorisinde hata
diizelten kodlar yaratmada, bilgisayar miihendisliginde ve kuantum kapilarinda olmak
tizere bir ¢ok alanda kullanilmaktadir (Selda Kiigiikgiftgi, 2004, Bozkurt B. ve
arkadaglari, Fikri Gokpinar , 2007 ).

Teorem 3.1.4.1. Her i,  igin elemanlart |x; | <1 ozelligni saglayan X=(x;) nxn

tipindeki reel matrisi igin |det(X)| <n"? dir. Esitlik X’ in bir Hadamard matris olmasi
durumunda saglanir (Peter J. Cameron, 2006).
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Ispat. X, X,,...,Xx X in satirlar1 olsun. Basit OKlit geometrisinden |det(X)| kenarlar1

X, X, ..., X, olan paralelyiizliiniin hacmidir. Bundan dolay1 ||, X nin Oklit uzunlugu
olmak iizere
| det(X)] < [ X[ - [%,]
dir. Eger X, X,,..., X, karsilikl1 dik ise esitlik saglanir.
%=+ + X )]J2 <n“?
oldugundan
|det(X)] < || - |x,|<n’*...n"2=n""?

dir. Tiim | ler igin ‘xij ‘ =1 olmasi durumunda esitlik saglanir (Peter J. Cameron, 2006).

Teorem 3.1.4.2. Eger H nxn tipinde bir Hadamard matris ise det(H)=+n"? dir

(Bozkurt B. ve arkadaslari).

ispat. H, n xn Hadamard ise,
HH'=nl

n

dir ve buradan determinant alinirsa
det(H.H") =det(n.l )
elde dilir. Determinant 6zelliginden,
det(H).det(H') =n"
ve boylece
det(H)* =n"

yazilir. Buradan,

det(H) =+n2

sonucuna ulasilir (Bozkurt B. ve arkadaslar1).

Teorem 3.1.4.3. Hadamard matrislerin satirlar1 ikiserli ortoganaldir.
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Ispat. nxn’lik bir H Hadamard matrisinin i-inci satir1 ve j-inci siitunundaki (i, j)-inci

girdisini h; ile gosterirsek H' matrisinin (i, j)-inci girdisi h;, dir ve buradan

h, ... h;, ... h, |
H: hi1 hlj hin
h, hy ... hy

olmak Uzere

HH'={h, ... h .. h |[h, .. h .. h

L nj i in nn _|
_hll hlk . hln_ _hll hjl hnl_
=lh, ... h ... h |lhe .. he . hy
_hnl hnk hnn _ _hln th hnn

I Zk:hfk ;hlkhik Zk:hlkhjk Zk:hwhnk_
zh.ikhlk Z.hii Zh.ikhjk Zh.ikhnk

hyhy .. ;hnkhjk ;hnzk

[

-
=
o

M

olur.
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HH' matrisinin (i, i)-inci girdisi hethfk =n olurve 1<i<j<nolmak iizere
k=1

her (i, ) girdisi igin Z:hikhjk =0 dir. Yani satirlar ikiser birbiriyle ortoganaldir (Selda
k=1

Kigiikgiftei , 2004).
Hadamard matrisin tanimindan H matrisinin tekil olmadig ve tersinin n™*H'
oldugu goriiliir. Ek olarak, H'H =n1_ olup, bir hadamard matrisin devrigi (transpozu)

de bir Hadamard matristir. Yani herhangi bir hadamard matrisinin siitunlar1 da ikiserli
ortogonaldir (Ali Kemal Sehirlioglu , Sevilay Cakir , 2006).

Tamim 3.1.4.2. Bir Hadamard matrisinin herhangi bir satirin1 ya da siitununu —1’ le
carparsak yeni bir Hadamard matrisi elde ederiz. Bu islemleri pesi sira uygulayarak,
herhangi bir Hadamard matrisinden, ilk satir1 ve ilk siitunundaki tiim girdileri 1 olan bir
Hadamard matrisi olusturabiliriz. Bu 6zelligi tasiyan bir Hadamard matris, standart

(normallestirilmis) Hadamard matris diye adlandirilir.
3.1.4.1. Hadamard Matrislerin Denkligi

Herhangi bir Hadamard matrisin,

) Herhangi iki satir1 veya siitunu yer degistirdiginde

i) Hadamard matrisin herhangi bir satir1 veya siitunu -1 ile ¢arpildiginda

iii) i) veii) deki islemlerin kombinasyonlar1 uygulandiginda yeni olusan matris yine
bir hadamard matristir ve bu iki matris de birbirleriyle denktir (Bozkurt B. ve

arkadaslari).

Tamim 3.1.4.1.1. Her siitunda ya da satirda bir tane 1 olan kare matrislere permiitasyon
(devrimsel) matrisler denir ( Murat Donduran, 2008).

Ornek 3.1.4.1.1. P= bir permiitasyon matrisidir.

o O O -
o — O O
O O O

0
1
0
0
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| - matrisinin 1. ve 2. satirlarinin yer degistirmis hali olan P permiitasyon matrisi

nxn

A matrisi ile soldan c¢arpildiginda, PA matrisi A matrisinin 1. ve 2. satirin1 ayn1 sekilde

yer degistirir.
1 2 3 4 0100
.. 5 6 7 8 L 1 000 .
Ornek 3.1.4.1.2. A= matrisini ve P = permiitasyon
9 10 11 12 0 01O
13 14 15 16 0 001

matrisini dikkate alalim. Buradan,

01 00(|]1 2 3 4 5 6 7 8
PA= 100 0|5 6 7 8 _ 1 2 3 4
0 01 0|9 10 11 12 9 10 11 12
0 0 0 1|13 14 15 16| |13 14 15 16

dir ve PA matrisi A matrisinin 1. ve 2. satirinin yer degistirmis halidir.

Tanmmm 3.1.4.1.2. | birim matris ve U" matrisi U matrisinin eslenik devrigi olmak

tizere U'U =UU" = | esitligini saglayan kompleks kare matrise initer matris denir.
1 0 0
" 0 1 0 : . - -
Ornek 3.1.4.1.2. D= 0 o bir kosegen uniter  matristir.
0 0 0
2 3 4
5 6 7 8 . -
A= matrisi D matrisi ile carpilirsa,
9 10 11 12
13 14 15 16
10 0 0|1 2 3 4 1 2 3 4
DA= 01 0 0||5 6 7 8| |5 6 7 8
{00 -1 0|/9 10 11 12| |-9 -10 -11 -12
0 0 0 1|(13 14 15 16| |13 14 15 16
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matrisi elde edilir ki, D matrisi |, matrisinin 3. Satirnin —1 ile ¢arpilmis hali olup

n

DA matrisi A matrisinin 3. satirinin ayni sekilde —1 ile ¢arpilmis halidir.

Tanmm 3.1.4.1.3. Eger D, ve D, kosegen uniter matrisler, P, ve P, permiitasyon
(devrimsel) matrisler olmak iizere
H1:Dl Pl H2 PZ D2

ise, H, ve H, Hadamard matrisleri birbirlerine denktir ve H, = H, olarak gosterilir
(Wojciech Tadejand ve Karol Zyczkowski , 2006).

Onerme 3.1.4.1.1. H={H, : H, bir Hadamard matris} kiimesi iizerindeki her H,,
H,eH i¢in H,= H, < H,=D, P, H, P, D, seklinde tanimlanan bagint1 bir
denklik bagintisidir.

Ispat. Bagintmin yansima, simetri ve gegisme Ozelliklerine sahip olup olmadigina

bakmaliyiz.

Yansima ozelligi: H=1__.1 _ HI .1 _ oldugundan H,= H, dir. Bu takdirde,

nxn " nxn nxn " nxn

yansima 0zelligi vardir.

Simetri 6zelligi: H, = H, ise H,=D, P, H, P, D, dir. D,,D,,P,, P, tersinir matrisler

oldugundan
R'D'H, D, B, '=H,
Dﬁfl I:)171 Hl F)271 Dglz H2

oldugundan H, = H, dir. Bu takdirde, simetri 6zelligi vardur.

Gecisme ozelligi: H, = H, ve H, = H, olsun. H, = H, ise H,=D, P, H, P, D, dir ve

H,=H,ise H,=D, P, H; P, D, dir. H, yi H, de yerine yazilirsa,

Hl:Dl RL D3 PS H3 P4 D4 PZ DZ
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:Dl D3P1P3 H3 I:>2 P4 D2 D4

dir. Bu takdirde, gegisme 6zelligi vardir.

1, 2, 4, 8 ve 12 mertebeli her Hadamard matrisin tek bir denklik sinifi vardir. 16,
20, 24 ve 28 mertebeli Hadamard matrislerin ise sirasiyla 5, 3, 60 ve 487 tane denklik
simifi vardir. Kai-Tai Fang ve Gennian Ge 382 tane denk olmayan 36 lik hadamard

matrisi oldugunu bulmustur (Selda Kiiciik¢iftgi, 2004).

Teorem 3.1.4.1.1. n # 1 tek tamsay1 ise n’ lik bir Hadamard matrisi olamaz (Selda
Kigiikgiftei, 2004).

Ispat. Bir Hadamard matrisi alalim. Siitunlar1 gerektiginde —1° le ¢arparak, ilk siranin

1’ lerden olustugunu varsayabiliriz. Simdi, yukarda kanitladigimiz Zhikhjk =0

k=1

esitliginde i=1, j=2 alalim: ) h, =0 buluruz. Her h,, 1 ya da —1 dir ve buradan

k=1
1’e esit olan h,, girdilerinin sayisinin —1’e esit olan h,, girdilerinin sayisina esit oldugu

anlasilir. Boylece n ¢ift olmali sonucuna ulasilir (Selda Kiigiik¢iftgi, 2004).

Teorem 3.1.4.1.2. n’ lik Hadamard matrisi i¢in, n = 1, n = 2 veya n, 4’{in bir tam katidir
(Selda Kigiikgiftci, 2004).

Ispat. n, 2°den biiyiik olsun ve H, n’ lik bir Hadamard matrisi olsun. H’ nin standard

oldugunu varsayabiliriz. Satirlarin yerlerini degistirerek, H’ nin ilk {i¢ satirin1

1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 -1 -1 -1

bi¢imine getirelim. Ugiincii satirin ilk yarisindaki 1’lerin sayisina a, —1’lerin sayisina b,

ikinci yarisindaki 1’lerin sayisina ¢, —1’lerin sayisina d dersek, birinci ve ikinci
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satirlarin ¢arpimindan, a + b — ¢ — d = 0, birinci ve ii¢iincii satirlarn ¢arpimindan, a — b
+c-d=0,

ikinci ve tUgiincii satirlarin ¢carpimindan, a — b -c +d = 0 esitlikleri elde edilir. Bu
esitlikler a = b = ¢ = d esitliklerini verir. Ote yandan uzunluklarin toplam n oldugundan
a+ b+ c+ d=ndir. Dolayisiyla n = 4a ve n, 4’tin tam katidir (Selda Kiigiikgiftci,
2004).

Sam 3.1.4.1.1. 4’ {in kat1 olan her pozitif n tamsayis1 i¢in n’ lik Hadamard matrisi
vardir.
Hadamard matrislerinin varligi hakkinda birgok sonug elde edilmesine karsin bu

san1 heniliz kanitlanamamustir (Selda Kiigiikgiftei, 2004).

Teorem 3.1.4.1.2. n ve r’ lik Hadamard matrisleri varsa nr’ lik Hadamard matrisi de
vardir (Selda Kiigiik¢iftgi, 2004).

Ispat. K ve L sirastyla n ve »’ lik Hadamard matrisleri olsun. ki » K matrisinin (i, j)-

ninci girdisi olsun. Asagidaki gibi nr x nr lik bir H matrisi tanimlayalim

(kL kLo kL
Kyl Kyl ... kL

kol koL ... k,L

Matris ¢arpimi kuralindan, HH' matrisinin (i, j) pozisyonunda r x r boyutlu

Sk LL = (D Kk ),
x=1 x=1

alt matrislerin oldugu anlasilir. Zkixk i sayist i=j ise nve i j ise 0 oldugundan,
x=1

=] ise (i, j) altmatrisi nrl, ’ ye, diger durumlarda 0 matrisine esittir. Boylece
H.H"=nrl__ esitligi bulunur. H> nin her girdisi 1 ya da —1 oldugundan, tanimlanan H

bir Hadamard matrisidir (Selda Kiigiik¢iftgi, 2004).
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Sonuc 3.1.4.1.1. Her k pozitif tamsayisi i¢in 2*° lik Hadamard matrisi vardir (Selda
Kigiikgiftei, 2004).
Ispat. 2’ lik Hadamard matrisleri varlig1 bilgisi ve bir dnceki sonucun kullanilmas: ile

her k pozitif tamsayisi i¢in 2%’ lik Hadamard matrisleri bulunabilir (Selda Kiigiik¢iftci,
2004).

Tamm 3.1.4.1.4. Elemanlar: 1 , -1 , i, -i olan ve CC"=cl_, kosulunu saglayan ¢

mertebeden kare matrislere kompleks Hadamard matrisler denir.

Lemma 3.1.4.1. Kompleks Hadamard matrislerin mertebeleri 1 dir yada 2 ile
boliinebilir (Jennifer Wallis, 1973).

Ispat. 1. ve 2. mertebeden reel Hadamard matrisler vardir. Farzedelim ki m>2 olsun.

Uygun olarak -1, i, -i ile carpilip gerekli islemler yapildiginda ilk iki satir

sekline getirilebilir. X, y, z, w her tipin kolonlarindaki elemanlarin sayisini belirtmek
tizere m mertebeli Hadamard matrisin satirlarinin ikiserli ortogonal olmasindan kaynakli
X=y, z=w ve X+y+z+w=m oldugundan 2/m dir (Jennifer Wallis, 1973) .

Onerme 3.1.4.1.2. nxn ¢ lik A Hadamard matrisinin biitiin 6zdegerleri % mutlak

degerine sahiptir (Laszlo Babai, 2002).

ispat. ie{l, 2,...,n} olmak tizere A4, nxn’ lik A Hadamard matrisinin 6zdegerleri
olsun.

HH* =nl, ve HH"=(U"DU)(U'D'U)=U"(DD")U oldugundan

n

[HH" —nl,

=0 ve JU"(DD")U -nuU"1U|=0

yazilir.Buradan
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|4 =] 0
- v
0 |ﬂn|2_n‘
|4 =] 0
=luu| :
0 |;tn|2_n‘
=|'n|-(“/11|2—n‘) .......... (|,1n|2_n)

olur ki, 6zdegerler |ﬂ,l| =/n seklindedir.

Sonu¢ 3.1.4.1.2. A Hadamard matrisinin 6zdegerleri x* +y®> =n merkezil cemberinin

uzerindedir.

Ispat. A = x+iy, A Hadamard matrisinin herhangi bir 6zdegeri olsun.
Onerme 3.1.4.1.2 den
[Al=[x+1y]
—n

elde edilir ve x*+y* =n yazilir.

Sonug¢ 3.1.4.1.3. Hermityen Hadamard matrislerinin 6zdegerleri —Jn veya Jn dir.

Ispat. Hermityen matrislerin 6zdegerlerinin reel olmast ve Onerme 4.1.2 den

0zdegerlerin normlarinin «/ﬁ olmas bilgisi ile 6zdegerler —«/ﬁ veya «/ﬁ dir.

Tamm 3.1.4.1.5. Ilk satir1 ve siitunu 1 olan kompleks Hadamard matrisler dephase
olarak adlandirilir.
Hatirlanmalidir ki; bu formda ki reel Hadamard matrislere normalize edilmis yada

standart hadamard matrisler denir.
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n mertebeli dephase formdaki kompleks Hadamard matrisin asagi saginda
bulunan n-1 mertebeli alt matrise ise ¢ekirdek denir.

Aym dephase formdaki iki kompleks Hadamard matris birbirine denktir
(Wojciech Tadejand ve Karol Zyczkowski , 2006 ).

3.1.4.2 Baza Hadamard Matris Tiiretme Teknikleri

Hadamard matrisler modern iletisimde ve istatistikte olduk¢a genis cesitlilikte
uygulamalara sahiptir. Bir uygulamada biiyiik 6nem tasiyan bir kurulum teknigi baska
bir uygulamada daha az 6nem arz edebilmektedir.

Sylvester teknigi ve genellikle iletisim sistemleri ve dijital goriintii islemlerini
iceren milhendislik uygulamalarinda kullanilmakta olan Walsh fonksiyonlariyla
hadamard matrisleri arasinda yakin bir iliski vardir.

Sylvester 'in kurulumlart disinda bu tiir matrislerin kurulum yollarinin bir ¢ok
sistematik yollar1 vardir. Bu tekniklerin iyi bir listesine Geramita ve Seberry (1979),
Hedayat et al (1999) ulasilabilir (Jennifer Seberry, B. J. Wysocki, T. A. Wysocki,
2005).

Tamim 3.1.4.2.1. (Konferans Matris) n. mertebeden bir konferans matrisi, kdsegen
elemanlar1 0’ lardan, diger tiim elemanlar1 +1 ve -1’ lerden olusan nxn boyutunda bir

matristir.
Konferans matrisleri C. C' =(n-1) I esitligini saglar (Omer Faruk GOZUKIZIL,

2008)

Tammm 3.1.4.2.2. (Kronecker Carpimi) mxn tipinde A:[aij], ve px(q tipinde
B=[b; | matrisleri igin mp x nq tipindeki A®B=[Ab;]matrisine A ve B nin

Kronecker Carpimi denir (Omer Faruk GOZUKIZIL, 2008).
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¢ Kronecker Carpim (Sylvester) Yontemi

H,, ve H, swrastyla m. ve n. mertebeden iki Hadamard matris olmak iizere, bu

iki matrisin ¢arpimi1 m.n tipinde yeni bir Hadamard matris olusturur (Omer Faruk

GOZUKIZIL, 2008).

H, ® H, formunda H, ’in her (+1) ini H_ ile H ’in her (-1) ini —H_ ile
degistirilerek olusturulan matris Hadamard matristir. Bunu dogrudan hesaplayarak
kontrol etmek ¢ok kolaydir (Omer Faruk GOZUKIZIL, 2008).

. -+ + o+
Ornek 3.1.4.2.1. H,= { } ve H,= { } Hadamard matrislerini alirsak,
+ + + -

H, ® H, =H=

+ o+ o+ o+
+ o+

olur (Omer Faruk GOZUKIZIL, 2008).

Ayrica Sylvester matrisi S, lizerinde Sylvester kurulusunu kullanarak

olusturulur.

11
Tamm 3.1.4.2.3. S =[1] matrisi ve S,= L J olsun. Sylvester matrisi S,

S,=S,®S,
seklinde tanimlanan 2" x2" boyutlu matristir (Tresstler,2004; Fikri Gokpinar, 2007).

Bu sekilde tanimlanan S, matrislerinin 2" tane olan 6zdegerleri asagidaki gibidir.

2" tane dzdegeri 2% ve 2™ tane ozdegeri _2% dir (R. Yarlagadda ve J.

Hershey, 1982). Sylvester matrisleri simetriktir ve izleri sifirdir.
e Konferans Matris Yontemi

Eger C ters simetrik bir konferans matris ise, ( C'=-C), o zaman I _+C, n.

mertebeden bir Hadamard matristir (Omer Faruk GOZUKIZIL, 2008).
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Ispat. H=1_+C olmak iizere, (1, +C).( 1,+C)" dogrudan hesaplanir.
(1,+C)'=1_+C" ise, HH' =n1 oldugu gosterilir.
HH' =(1,+C).( I, +C)"
=1,+C' +C+C.C!
=1 -C+C+C.C' (terssimetriklik: C'=-C)
=1 +(n-1)1_ (C.C' =(n-1)1.)
=l,+nl -1,

=nl

n

Lemma 3.1.4.2.1. Eger C nxn tipinde simetrik bir konferans matris ise

I+C -1+C
H=
-1+C -1-C
seklinde tanimlanan H matrisi 2nx2n tipinde simetrik Hadamard matris olur (Omer

Faruk GOZUKIZIL, 2008).

Ispat. Tanimlanan H simetrik oldugundan H'=H dir.

HH! = Il,+C -1, +C|| I, +C -l +C
-1 +C -I_-C||-I.+C -1 -C

0, +C) (1, +C)+ (-1, +C)- (=1, +C) (I, +C)-(-1,+C)+ (-1, +C)-(-1,-C)
- (_In+C)'(In+C)+(_|n_C)'(_|n+C) (_In+C)'(_In+C)+(_In_c)'(_|n_c)

[2c?+21, 0
0 2C% + 21,
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_[2(n-1)1, +21, 0 . , . _
= (C'=Cve C*=C.C' =(n-1)I_ dir.)
0 2(n-1)1, +2l

n

0 2nl,

I 0
=2n =2nl,,
0 I

Bu genellestirme n=2 i¢in dogrudur ancak n=4 , 6 , 8 i¢in dogrulugu gecerli

[2nl, O }

degildir. Clinkii 4x4 , 6x6 ve 8x8 lik simetrik konferans matris yazilmaz dolasiylada
8x8 , 12x12 ve 16x16 tipinde simetrik Hadamard matrisler, konferans matris
yontemiyle tiiretilemez (Omer Faruk GOZUKIZIL, 2008).

e Paley Kurulusu

Tamm 3.1.4.2.4. F , g iizerinde cisim ve ¢ tek ve asal olsun. Kuadratik artik kiimesi

QR(q) asagidaki gibi tanimlanir;

QR(q)={z*:ze F,,z#0} ve

QNR(a)=F - { QR(q) w0}

Buradan F ; iizerinde taniml kuadratik karakter fonksiyonu;

0 x=0
Z(¥)=11 X € QR(q)
-1 X € QNR(Q)

seklinde verilir (Fikri Gokpinar, 2007).

Yardimer Teorem 3.1.4.2.1. g=3 (mod4)  olacak sekilde g asal sayr olsun, bu
durumda g+1 mertebeli Hadamard matrisi vardir (Tressler, 2004; Fikri Gokpinar,
2007).
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Ayrica bu matris,

1 ji=0  yada j=oo
hy=y z(i-1) ti.jeF i # ]
-1 =] i # 00

bicimindedir. Burada oo ilk satir ve siitun indisleridir.

Ornek 3.1.4.2.2. 7 asal bir sayidir ve 7=3  (mod4)  oldugundan 8.mertebeden bir
Hadamard matris vardir. F, cismindeki kuadratik artiklar QR(7)={1,4} dir. Dolayisiyla

H, matrisi;
-1 1 1 1 1 1 1 1]
1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1
1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1
Hp:1—1—1—11—1—11
1 -1 -1 -1-11 -1 -1
1 -1 -1 -1-1-11 -1
1 -1 -1 -1 -1-1-11
1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1]
elde edilir.

Yardimci Teorem 3.1.4.2.2. =1 (mod 4) olacak sekilde g asal say1 olsun, bu durumda
2(g+1) mdertebeli Hadamard matrisi vardir (Tressler,2004;13).

B matrisi,

1 ji=o0  yada < j=oo i# ]
by =1 %, (1 1) d-jekR i#]
0 =]

alinsin. C matrisi, B matrisinin elemanlarindan +1 , -1, 0’ 1n yerine sirasiyla
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elemanlarimin konmasiyla elde edilir. D matrisi ise B matrisinin elemanlarindan +1, -1,

oo oo [

elemanlarmin konmasiyla elde edilir. A=C+D olarak elde edilen matris (29+2)
mertebeli Hadamard matrisidir ( Fikri Gokpinar, 2007).

0’ 1n yerini sirastyla

Ornek 3.1.4.2.3. F, cismindeki kuadratik artiklar QR(q)={1,4}* dir. Dolasiyla B

matrisi;

01 1 1 1 1]
1 0 1 -1 -1 1
11 0 1 14
=1L 11 0 1 4
1 -1 -1 1 0 1
1 -1 -1 -1 1 0

seklindedir. Buradan C matrisi
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+

_l_

dir. Benzer sekilde;

0
0

0
0

J o

00
00

0
0

0
0

0
0

elde edilir. Boylece A matrisi,
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[+ =) (+ +) (+ +) (+ +) (+ +) (+ +]
S I U I e ) \+ -
+ ) (+ =) (+ ) (- 2 (- ) (+ +
+ )= )+ =)= +) - +) &+ -
+ o+ (+ ) (+ =) () (- ) (- -
+ - - =)+ =)= +) - +
A=
+ +) (- - N (+ =) (+ ) (- -
+ ) -+ - =)+ =) - +
+ +) (= =) (= =) (+ ) (+ =) (+ +
+ )=+ =+ =)= )+ -
+ o+ (+ ) (- =) (- 2 (+ +) (+ -
+ -)+ =) =+ =+ + ) = -]

olarak elde edilir. (Fikri Gokpinar, 2007)

Marrero (2002) adli matematik¢i bir hadamard matrisinden ii¢ yeni Hadamard
matrisi tliretmeyi basarmistir. Marrero’nun yontemi soyle; herhangi bir 2m’ lik H

Hadamard matrisi ele alalim (m ¢ift olmali). Eger J=J her girdisi 1 olan mx1° lik

mx1?

stitun vektorse, H’ yi asagidaki gibi bir Hadamard matrisine doniistiirebiliriz.

J 3 A
H=
(J -J Bj

Simdi A ve B yerine —A velyada —B alarak, asagidaki gibi ii¢ yeni Hadamard

matrisi elde edebiliriz:

J J -AY(J J A J J -A
J -J B)'\J -3 -B)'\J -J -B

(Selda Kiigiikgiftci, 2004)

Tanmm 3.1.4.2.5. S kiimesi verilmis olsun. S kiimesinin E" ¢ de bir dis biikey kiime
olmast igin her X,,X, € Sve A €[0,1] olmak iizere Ax, +(1—2)x, seklindeki bir dogru
parcasinin S kiimesine dahil olmasi gerekmektedir. X =AX +(l—i) X,, A€[01]

seklindeki X noktalari, X, ve X, noktalariin dis biikey kombinasyonu olarak ifade

edilirler.
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Basit bir anlatimla bir kiime iizerinde alinan herhangi iki nokta arasinda ¢izilen
dogru pargasinin herhangi bir boliimii bu kiime disinda kalmiyorsa bu kiime disbiikey

(konveks) kiime olarak adlandirilir.

Sekil 3.14 Disgbiikey kiime Sekil 3.15 Digbiikey olmayan kiime

Tamm 3.1.4.2.6. Kompleks diizlemdeki S alt kiimesinin konveks ortiisti, S kiimesini
iceren en kii¢iik konveks kiimedir diger bir deyisle S kiimesini i¢eren tiim konveks

kiimelerin kesisimidir ve S ile gosterilir (Hwa-Long Gau, 2006; H.L Gau and Y.H. Lu,
2003).

3.2. Yontem

Calismamizin bu boliimii, baz1t Hadamard matrislerin klasik sayisal bolgeleri ve
klasik sayisal bolge kavraminin bazi genellestirilmeleri olarak bilinen k-sayisal bolge ve

g-sayisal bolgelerini belirlemeye yonelik bilgiler igermektedir.

3.2.1. Hadamard Matrislerin Sayisal Bolgesi

Calismanin bu kismi, herhangi bir karesel matris i¢in tanimlanan sayisal bolge
kavramlarimin Hadamard matrisler lizerine uygulamalar1 niteligi tasimakta olup, elde
edilen teoremler ve sonuglar, verilen ornekler ve oOrneklerin Maple 14 bilgisayar

programi ile gorsellestirilmeleri seklinde bi¢imlenmistir.

Simdi, 2x2 tipindeki Hadamard matrislerin sayisal bolgesinin belirlenmesi

tizerine deginelim.
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8, 4,

aZl a'22

Herhangi A:( je M, (C) kompleks matrisinin sayisal bolgesi hakkinda

bilgi veren asagigaki teorem, 2x2 lik Hadamard matrislerin sayisal bdolgesini

belirlemede kullanilabilir.

a; 4,

Teorem 3.2.1.1. Az[
a21 a‘22

je M, (D ) matrisinin sayisal bolgesi odaklar1 Ave u
e o y 2 Ve y
Ozdegerleri olan yatay eksen uzunlugu (||A|| —-2Re l,u) , dikey eksen uzunlugu

(||A||2 —[A" | )y olan bir eliptik disktir (F. Feyza Giindiiz, 2011)

.. 1
Ornek 3.2.1.1. A{ J Hadamard matrisinin W(A) sin1 bulalim.

Coziim. W (A) kiimesi

1 -1 )
W(A)=<2=x* 1 1XZX€D  XEX=1

= 2= =3 -3 1, < [ 4l =1

= (2= -3tk 1, <0 =1

seklindedir. Bu kiimenin geometriksel olarak ne belirttigini Teorem 3.2.1.1° i kullanarak

bulalim.

A-1 1 )
|M—A|= =1"-2
1 A+

elde edilir. Bu durumda A matrisinin 6zdegerleri, A = J2 ve U= —J2 dir. Boylece,

Ap=2(-2)=-2,
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elde edilir. Bu durumda matrisin sayisal bolgesi; yatay eksen uzunlugu V22 +4=22,

dikey eksen uzunlugu \/2 - ‘ \/_‘ =0 ve odaklan —\/5 ve \/_ olan

yozlasmig elipstir. O halde matrisin sayisal bdlgesi, —J2 ile 2 yi birlestiren dogru

pargasi olup Sekil 3.16. ve Sekil 3.17. de resmedilmistir.

051

451

05 1

Sekil 3.16 A matrisinin sayisal goriintiisiiniin Maple ekran ¢iktist
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Sekil 3.17. A matrisinin sayisal goriintiisiiniin farkli bir yontemle ¢izilmis Maple ekran

ciktisi

Hadamard matrislerin normal matrisler oldugu bilgisi ve énerme 3.1.3.1.1° in ix.
maddesinde verilen 6zellik ile herhangi bir nxn tipindeki Hadamard matrisin sayisal
bolgesi, Hadamard matrisin 6zdegerler kiimesinin dis biikkey ortiistidiir. Bu durumda A

Hadamard matrisinin sayisal bolgesi,

W (A)=W(diag(ay..-.,a,,) =Cofay,,... ,a,}

dir.

Kosegen matrisin 6zdegerlerinin esas kosegen elemanlart olmasi ve bdylece

W (A) nin A matrisinin 6zdegerlerinin kiimesinin konveks ortiisii olmast ile,

W (A)= Co(c(A))



80

yazilacagi agiktir. nxn tipindeki A Hermityen matrisinin 6zdegerleri reel oldugundan
W(A), en kiigiik ve en biiylik 6zdegerlerini birlestiren dogru pargasidir (Roger A. Horn;
C. R Johnson, 1991).

Bu durumda nxn tipindeki A Hermityen Hadamard matrisinin sayisal bolgesi

W (A)=W (diag(ay,... ,a,,)
:Co{ail"" ’ann}

Co(a(A)

[miin &;, max a;]

=[-Vn,"/n]

seklindedir.

Onerme 3.1.3.1.1° in ix. maddesinden ve herhangi bir nxn lik Hadamard
matrisin 6zdegerlerinin X* + y° =n ¢emberinin eleman1 olmasindan dolay1 X* +y® =n

g¢emberi, W(A) nin ¢evrel gemberidir.

11 1 1

i 1 -1 1 -1 L .

Ornek 3.2.1.2. B= 1 1 1 4 Hadamard matrisinin W(B)’ sini bulalim.
1 -1 -1 1

Coziim. B matrisinin 4,,=2 ve A4,,=-2 olmak iizere 4 tane Ozdegeri vardur.

Hadamard matrisleri normal oldugundan, B Hadamard matrisi

2 0 0 O

02 0 O
D=

0 0 -2 0

0 0 0 -2

matrisine Uniter benzerdir. Buradan,
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W (B)=W (diag(ay,... ,a,,)
=Cofa,,... ,a,,}
= Co(o(B))
=[miin a. m?x a;]

~[-2,2]

elde edilir. O halde geometrik olarak sayisal bolge, (-2,0) ile (2,0) yi birlestiren dogru
pargas1 olup Sekil 3.18. ve Sekil 3.19 de resmedilmistir.

0.5

.51

Sekil 3.18. B matrisinin sayisal goriintiisiiniin Maple ekran ¢iktist
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Sekil 3.19. B matrisinin sayisal goriintiisiiniin farkli bir yontemle ¢izilmis Maple ekran

ciktisi
1 11 1
. -11 -1 1 . -
Ornek 3.2.1.3. C= {1 1 Hadamard matrisinin W(C)’ sini bulalim.
-11 1 -1
Coziim. C matrisinin Alzxﬁ—ﬁi , XQ:\/EJr\/Ei , ﬂgz—ﬁ—\/ﬁi :

/14=—\/§ +\/Ei olmak {izere 4 tane 6zdegeri vardir. Hadamard matrisleri normal

oldugundan, C Hadamard matrisi

2 -2 0 0 0

0| O J2 +4/2i 0 0
0 0 —J2-\[2i 0

0 0 0 2 ++/2i |

matrisine liniter benzerdir. Buradan,
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W (C) =W (diag(a,,,...,a,,)

= Co{ail’ RS ann}
- Co(c(C))

=CO({JE—JEi,ﬁ+ﬁi,—ﬁ—ﬁi,—ﬁ+ﬁi})

elde edilir. Bu kiime ise koseleri (\/E\/E) , (\/5—\/5) (—\/5—\/5) : (—\/E\/E) olan

bir kare olup Sekil 3.20. ve Sekil 3.21. de resmedilmistir.

0.5+

.5+

Sekil 3.20. C matrisinin sayisal goriintiisiiniin Maple ekran ¢iktisi
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Sekil 3.21. C matrisinin sayisal goriintiisiiniin farkli bir yontemle ¢izilmis Maple ekran

ciktisi

Ornek 3.2.1.4.

e
H
-
-
|
-
|
H
|
H
|
-

Hadamard matrisinin W(E)’ sini bulalim.
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Coziim. E matrisinin 4,,,, =22 ve Ase.rs =22 olmak iizere 8 tane 6zdegeri

vardir. Hadamard matrisleri normal oldugundan, E Hadamard matrisi

22 0 0 0 0
22 0 0 0
0
0

22 o

o O o o o
o O O O o o o

0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

o O O o o

0 0 0 22

matrisine Uiniter benzerdir. Buradan,

W (E)=W (diag(a,,,...,a,,)
:Co{ail""'ann}
= Co(o(E))
=[miin a. miax a;]

=[-242,22]

elde edilir. O halde geometrik olarak saysal bdlge, (-2+/2 ,0) ile (2+/2,0) yi birlestiren
dogru pargast olup Sekil 3.22. ve Sekil 3.23. de resmedilmistir.

(X3

4.5

Sekil 3.22. E matrisinin sayisal goriintiisiiniin Maple ekran ¢iktisi
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Sekil 3.23. E matrisinin sayisal goriintiisiiniin farkli bir yontemle ¢izilmis Maple ekran

ciktisi

Ornek 3.2.1.5.
1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
1 -1 1 -1 -1 -1 1 -1 1
1 -1 1 -1 -1 -1 -1
1 -1 -1 1 -1 -1 -1
1 -1 -1 1 -1 -1 -1

G=1 -1 -1 1 -1 -1 -1

1 -1 -1 1 -1 -1 -1
1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 -1
1 -1 -1 -1 1 1 -1 1 -1
1 -1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 1
11 -1 -1 -1 1 1 -1 1 1 -1
1 -1 1 -1 -1-11 1 1 -1 1 1]
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Hadamard matrisinin W(G)’ sini bulalim.

Coziim. G matrisinin 4, ,,,, —1-/11i ve A 80101112 —1++/11i olmak iizere 8 tane

0zdegeri vardir. Hadamard matrisleri normal oldugundan, G Hadamard matrisi ,

-1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |
0 1-1li 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1-41li 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1-\1i 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1-\Ili 0 0 0 0 0 0 0
H= ¢ o 0o 0 0 =L 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1+l 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1+l 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1+l 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1+l 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1+l 0
o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1+

matrisine liniter benzerdir. Buradan,

W (G) =W (diag(a,,,...,a,)

=Co{a,,,...,a,,}
= Co(c(G))

=Co({1—\/1_li ,1+J1_1i})

elde edilir. O halde geometrik olarak sayisal bolge, (1, —\/ﬁ) ile (1, \/ﬁ) yi birlestiren
dogru pargasi olup Sekil 3.24 ve Sekil 3.25. da resmedilmistir.
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0 a5 1 15 2

Sekil 3.24. G matrisinin sayisal goriintiisiiniin Maple ekran ¢iktisi

\\k

—

Sekil 3.25. G matrisinin sayisal goriintiisiiniin farkli bir yontemle ¢izilmis Maple ekran

ciktisi
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-1 -1

. -1 -11 A ..

Ornek 3.2.1.6. J=| . 101 Hadamard matrisinin W(J)’ sini bulalim.
-1 =1 i
1 1 11

Coziim. J matrisinin 4, =2, 4,=-2 ve 1, =2i olmak lizere 4 tane 6zdegeri vardir.

Hadamard matrisleri normal oldugundan, J Hadamard matrisi,

2 0 0 O

02 0 O
K p—

0 0 -2 0

0 0 0 2

matrisine tiniter benzerdir. Buradan,

W (J)=W (diag(ay,,..... ,a,,)

=Co{a,,,..... ,a,,}
= Co(c(J))

idi. Buradan J matrisinin 6zdegerlerinin dis biikkey ortiisti, J matrisinin sayisal
bolgesini verir. O halde geometrik olarak J matrisinin sayisal bolgesi, (2,0), (-2,0) ve

(0,2) noktalariin kose kabul eden tiggen olup Sekil 3.26. ve Sekil 3.27. da

resmedilmistir

1.51

.51

2 1 0 1 2

Sekil 3.26. J matrisinin sayisal goriintiisiiniin Maple ekran ¢iktisi
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Sekil 3.27. J matrisinin sayisal goriintiisiiniin farkli bir yontemle ¢izilmis Maple ekran

ciktisi

3.2.2. Kompleks Hadamard Matrislerin k-Sayisal Bolgesi

Daha 6nceki boliimlerden, 4, 4,,..., 4, 6zdegerlere sahip Ae M _ (L) normal

matrisinin k-sayisal bolgesinin,

W, (A) :conv{%(ﬂ, +4, +...+ﬂ,,k):1s L <..<l < n}

h

oldugu bilinmektedir (Williams ve Fillmore 1963). Hadamard matrislerin normal matris

oldugu bilgisi ile, herhangi bir nxn lik kompleks Hadamard matrisinin k-sayisal

bolgesi bu bagint1 ile bulunabilir.

N -1
Ornek 3.2.2.1. J=|

=l
1

-1 i
-1

1
1
1
1 1

i
1

Hadamard matrisinin W, (J)> sin1 bulalim.
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Coziim. J matrisinin 6zdegerlerinin iki tanesi 2 ve diger 6zdegerleri -2 ve 2i dir.
W, (J3) :conv{%(ﬂ%1 +A, +...+l,k):1s L <..<l < n}
idi. Bu durumda
WZ(J)zconv{%(—ZJrZ), (2+2i), L (<2+2i),

(2+2)}

N |
N |-
N |-

=conv{0,1+i,-1+1i,2}

kiimesidir. Buradan W, (J); késeleri A(0,0), B(1,1), C(-11), D(2,0)olan bir dortgen
olup, Sekil 3.28. de resmedilmistir.

0.4+

Sekil 3.28. J matrisi igin W, (J ) > nin Maple ekran ¢iktisi

1 11 1

.. -11 -1 L

Ornek 3.2.2.2. C= L1 Hadamard matrisinin W, (C)’ sin1 bulalim.
-11 1 -1

Coziim: C matrisinin 6zdegerleri 4 = \/E—\/zi , A, = \/§+\/§i , Ay = —\/z—ﬁi ,
A, =—J2++/2i dir,

W, (H) :conv{%(ﬂ,I1 +4, +...+/11k):1§i1 <...<iy <n}

oldugundan
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Wi () =conv | 2(V2 VB, 5 (2 ) 3 (V22 32+ )

kiimesidir.
L (E B (BB (B B ({Z 2
Yani koseleri | —,— |, | -~—,— |, | ——,— |, | —,— |olan
3 3 3 3 3 3 3
karedir.
n_45
n.z—:
o4 02 L 02 04
02
04

Sekil 3.29. C matrisi i¢in W, (C) ’ nin Maple ekran ¢iktisi

3.2.3. Kompleks Hadamard Matrislerin g-Sayisal Bolgesi

g-Sayisal Bolgenin Temel Ozelliklerindeki 7. Madde de normal matrislerin

W, (A) sunu vermistik. Hadamard matrislerde normal matris oldugu igin bu dzellik

hadamard matrislerinde g-sayisal bolgesini vermis oluyor. Bu 6zelligi tekrardan yazarak
hatirlatalim.

Teorem 3.2.3.1. qe(0,1) ve n>3 olsun. AeM, normal matris dyleki,

W (A)=convo(A) ‘nmn k >3 ve ..., 4 farkli kdseleri oldugunu varsayalim.

B =diag (,ui, Y7 ,uk) matrisinin 3x3 lik B,...,B, , temel alt matrisleri vardir

Oyleki
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W, (A)=_U W, (B;) dir.
1 1 1 1
v 1 -1 1 1 . N .. )
Ornek 3.2.3.1. B= matrisinin W,, (B) kiimesini elde edelim.
1 1 -1 1 %
1 -1 -1 1

Coziim. B matrisi reel simetrik matristir ve 6zdegerleri 4,, =2, 4,, =-2 dir. Boliim

3.3.4 de bahsettigimiz 1961 de Bush ve Olkin’ nin buldugu

LA -4 _ g (rDA-(1-0)4

2 2

kuralindan

)t . N vy gty t _1
W%(B)_{yBx.x,yeD ,xx_yy_l,yx_4}

kimesi

(“411)(‘2)‘(1‘411)2 o (1211}2‘(1‘411)'(‘2)

=-2<y'Bx<2

dir. Bu durumda W}/(B) c [—2, 2] dir. Boliim 3.3.4 ten eger |q| <1 ise g-sayisal
4

bolgenin bir dogru pargasi veya bir konveks ¢okgen hig bir zaman olamayacagin1 ama

bir nokta olabilecegini biliyoruz. O halde W}/ (B); [—2, 2] araligindaki bir noktadir.
4
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bu calisma, Hadamard matrislerin sayisal bolgelerinin belirlenmesine yonelik bir
calismadir. Bu sebepten, sayisal bolge ve Hadamard matrisleri tizerine temel bilgilerin
verildigi kisim ve gercel ve kompleks Hadamard matrislerin sayisal bdlgelerinin
belirlenmesi iizerine yeni bilgilerin verildigi kisim olmak {izere ¢alismamizi iki boliime
ayirabiliriz.

Calismamizin ilk boliimiinde, karesel matrislerin 6zdegerleri i¢in temel bilgiler
verilmekte, bir karesel matrisin 6zdegerler kiimesi (spektrumu) ile bir karesel matrisin
0zdegerlerini kapsayan bir bolge olarak tanimlanabilen klasik sayisal bolge arasindaki
bazi bagmtilar sunulmakta, karesel matrislerin  klasik sayisal bélgesi ve bazi
genellestirilmeleri ( k-sayisal bolge, c- sayisal bolge, C-sayisal bolge ve - sayisal
bolge) cebirsel ve geometrik olarak incelenmekte, ulasilan sonuglar somut 6rneklerle
dogrulanmakta ve verilen somut ornekler i¢in elde edilen sayisal bolgeler Maple 14
bilgisayar programi yardimi ile gorsellestirilmektedir. Ayrica, gergcel ve kompleks
Hadamard matris kavramlar1 tanimlanmakta, bazi temel Ozellikleri verilmekte ve bu
ozellikler orneklerle pekistirilmektedir. Boylece bu bolim, “sayisal bolge” ve
“Hadamard matris”  kavramlarimi tanimlamaya ve anlamaya yonelik bilgiler
icermektedir.

Calismamizin ikinci boliimii, bazt Hadamard matrislerin klasik sayisal bolgeleri
ve klasik sayisal bolge kavraminin bazi genellestirilmeleri olarak bilinen k-sayisal bolge
ve (-sayisal bdlgelerini belirlemeye yonelik bilgiler igermektedir. Bu durumda
caligmanin bu kismi, herhangi bir karesel matris icin tanimlanan sayisal bolge
kavramlarimin Hadamard matrisler lizerine uygulamalar1 niteligi tagimakta olup, elde
edilen teoremler ve sonuglar, verilen Ornekler ve Orneklerin Maple 14 bilgisayar

programu ile gorsellestirilmeleri arastirma bulgularimizdir.
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5. SONUC VE ONERILER

Calismada, Hadamard matrislerin sayisal bolgelerinin belirlenmesi hedef olarak
belirlenmis, bu hedef dogrultusunda bazi gergel ve kompleks Hadamard matrislerin
sayisal bolgelerini belirleyen sonuglar verilmis, bu sonuglar o6rnekler {izerinde
dogrulanmis ve gorsellestirilmistir.

Hadamard matrislerin sayisal bolgesinin ve genellestirilmis sayisal bolgelerinin
belirlenmesi iizerine pratiklikler yada kolaylastirici teoremler iizerine ¢alisma yapilmasi

Onerilebilir.



96

KAYNAKLAR

Babai, L., 2002. Hadamard Matrices

Cameron, P. J., 2006. Hadamard matrices, The Encyclopaedia Of Design Theory

Donduran M., 2008. Matrisler, Ekonomi Béliimii, Y. T. U Istanbul.

Fang K. T. ve Ge G., 2003. A Sensitive Algorithm for Detecting The Inequivalence
Of Hadamard Matrices, Mathematics Of Computation 2, cilt 73, Say1 246,
sayfa 843-851, s 0025-5718(03)01539-4, Makale.

Gokpinar, F., 2007. Kombinatorik Tasarimlardan Elde Edilen Kodlar Uzerine Bir

Cahisma, Doktora tezi , Gazi tiniversitesi

Goziikizil, O. F, 2008. Bazi hadamard matris tiiretme teknikleri, SAU Fen Edebiyat
Dergisi, sayfa: 31-41.

Gilindiiz, F. Feyza, 2011. Bazi Ozel Tanimh Matrislerin Degerler Cismi, master tezi,
M. K. U Antakya

H.L. Gau, Haziran 2006. Elliptic numerical ranges of 4x4 matrices, Taiwanese Jornal
Of Mathematics, cilt: 10, No: 1, sn: 117-128

H.L. Gau and Y.H. Lu , 2003. Elliptic Numerical Ranges of 4x4 Matrices , Master
Tezi, National Central University

Horn, R. A. and Johnson, C. R., 1991. Topics in matrix analysis, Cambridge
University Press, NewYork.

Kisisel, Bozkurt B., Erbay D., Yilmaz G., Hadamard Matris.

www.yarbis.yildiz.edu.tr...vsiap_dcbce0945811dccObd0948e392ee

Kisisel, Kiiciik¢iftgi S., 2004. Hadamard matrisleri, Matematik Diinyas1 Dergisi,
13(4): 51-54.

Kisisel, Stensby J., Hermitian Matrices,www.ece.uah.edu/courses/ee448/append_2.pdf

Kisisel, Sehirlioglu A. K., Cakir S., 2006. Asimetrik faktoriyel deneylerin ortogonal ana
etki planlarmin elde edilmesi iizerine bir not, E. U. 1. 1. B. F. Dergisi, 21(2):
151-173.

Lau, H. S., Haziran 1999. On The g Numerical Range, Master Tezi, Hong Kong
Universitesi.

Leon, S. J, 1990. Linear Algebra With Applications, Macmillan Publishing
Company, New York.

Oztitk F. web sayfast 4. ders Ozdeger-Ozvektor ~ Hesaplamalar
(80.251.40.59/science.ankara.edu.tr/ozturk/Dersler/.../Ders4/Matris2.).

Psarrakos P. J. ve Tsatsomeros, M. J., 2012. Numerical range: (in) a matrix nutshell

Seberry J., Wysocki B. J., Wysocki T. A., 2005. On Some Applications Of Hadamard
Matrices, Research Online.

Tadejand W. ve Zyczkowski K., 2006. A Concise Guide To Complex Hadamard
Matrices

Wallis, J., 1973. Complex hadamard matrices, Linear and Multilinear Algebra, 1:
257-272, Gordon and Breach Science Publishers Ltd., basim: Great Britain,
Qoeen’s University, Kingston, Ontorio, Canada

www.wikipedia.com (Vikipedi, zgiir ansiklopedi)

www.sci.ege.edu.tr/~istatistik/personal/mert/optimizasyon/haftal.ppt.

Yarlagadda, R. ve Hershey ,J. ,1982. Linear algebra ve uygulamalari, A Note On The

Eigenvectors of Hadamard Matrices of Order 2", Elsevler Science
Publishing Co. Inc.



http://www.wikipedia.com/

97

Yildizedutr, Ozdegerler ve Og.vektiirler )
Yurtcu, H. H. , 2006. Matris Ozdeger ve Ozvektorlerinin Bazi1 Uygulamalari, master
tezi, Y. T. U Istanbul.



98

TESEKKUR

Yiiksek lisans 6grenimim boyunca degerli goriis ve fikirleriyle bana 1s1k tutan,
yardimlarint  higbir zaman esirgemeyerek tezimde olduk¢a emegi olan saymn
danismanim Dog¢. Dr. Ahmet IPEK’ e sonsuz tesekkiirler ederim.

Desteklerini esirgemeyen sayin boliim baskanim Prof. Dr. Biinyamin YILDIZ’ a,
bu stiregteki olumlu yaklagimlarindan ve tesviklerinden dolayr Yrd. Dog. Dr. Turgut
YELOGLU’ na, Yrd. Do¢. Dr. Hakan YETISKIN’ e, Yrd. Dog. Dr. Oguz
KILICOGLU’ na ve bdliimiimiiziin diger tiim 6gretim elemanlarina tesekkiir ederim.

Son olarak her zaman yanimda olan ve beni destekleyen aileme tesekkiirlerimi

sunarim.



99

OZGECMIS

1982 yilinda Iskenderun-Hatay’da dogdum. ilk, orta ve lise Ogrenimimi
Iskenderun’da tamamladim. 2000-2004 yillar1 arasinda Hacettepe  Universitesi
Matematik Boliimiinde lisans egitimimi, 2005-2006 yillar1 arasinda Cukurova
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Ortadgretim Fen ve Matematik Ogretmenligi
Anabilim Dalinda Tezsiz Yiiksek Lisans egitimimi tamamladim. 2011 yilinda M.K.U
Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dalinda Yiiksek Lisans programinda
egitim gormeye basladim. 2004-2007 yillar1 arasinda M.E.B biinyesindeki bazi
dersanelerde matematik Ogretmenligi yaptiktan sonra 2008 de MEB’e matematik
ogretmeni olarak atanarak Silopi lisesinde ¢alismaya basladim. Halen MEB iskenderun

Ibn-i Sina Anadolu Lisesi’nde matematik 6gretmeni olarak gérev yapmaktaym.



