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OZET

DUZLEMSEL CUBUKLARIN TASIMA ve RIJITLIK MATRIiSI
METODU ile STATIK ve DINAMIK ANALIZI

Bu ¢alismada, daire eksenli ¢ubuklarin statik ve dinamik analizleri teorik olarak
incelenmistir. Tabii burulmus ve egilmis uzaysal ¢ubuklar1 idare eden denklemler
Timoshenko ¢ubuk teorisi kullanarak elde edilmis ve daire eksenli ¢cubuklar icin tekrar
yazilmistir. Formiilasyonda, eksenel ve kayma deformasyonu etkileri goz Oniine
alinmistir. Cubuk malzemesi homojen, lineer elastik ve izotropik kabul edilmistir.
Skaler formdaki birinci mertebe adi diferansiyel denklemler, tasima ve rijitlik matrisi
yontemi yardimi ile ¢oziilmiistiir. Diizleminde ve diizlemine dik yiiklii daire eksenli
cubuklarin statik ve dinamik analizleri ayr1 ayr1 olarak incelenmis ve genel amagh
MATHEMATICA dilinde bilgisayar programi hazirlanmigtir. Dogru eksenli ¢ubuga ait
tutarli kiitle matrisi kullanilarak daire eksenli ¢ubuklarin kiitle matrisi olusturulmustur.
Ozdeger problemi ¢oziilerek serbest titresim frekanslari elde edilmistir. Daire eksenli
cubuklarin statik ve serbest titresim analizleri i¢in literatliirdeki 6rnekler ele alinmustir.
Elde edilen sonuglarin, ANSY'S ve literatiirdeki mevcut sonuglar ile uyum iginde oldugu

gorilmistir.

2014, 67 sayfa

Anahtar Kelimler: Daire Eksenli Cubuklar, Tasima Matrisi, Statik Analiz, Dinamik

Analiz



ABSTRACT

STATIC and DYNAMIC ANALYSIS of PLANAR RODS
by THE TRANSFER and STIFFNESS MATRIX METHODS

In this study, static and dynamic analysis of circular rods is investigated
theoretically. The governing equations, for naturally twisted and curved spatial rods,
obtained using Timoshenko beam theory and rewritten for circular rods. Effects of the
axial and shear deformations are considered in the formulations. The material of the rod
is assumed to be homogeneous, linear elastic and isotropic. Ordinary differential
equations in scalar form are solved by using transfer matrix and stiffness matrix
method. Static and dynamic analysis of circular rods which are loaded in-plane and out-
of-plane is separately investigated and general purpose computer programs are prepared
by using the computer algebra system MATHEMATICA. The mass matrix of circular
rods is created by using straight rod of consistent mass matrix. The free vibration
frequencies are obtained by solving eigenvalue problem. Examples in the literature are
handled For static and free vibration analysis of circular rods. The results obtained are

found to be in good agreement with those available results in the literature and ANSYSS.

2014, 67 pages

Key Words: Circular Rods, Transfer Matrix, Static Analysis, Dynamic Analysis
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1. GIRIS

Sekil degistiren cisimlerin ve mihendislik yapilarinin 6nemli bir boliminii
cubuklar olusturmaktadir. Cubuk teorisi ve egri eksenli ¢ubuklarin davranislar,
mihendislik problemleri i¢inde onemli bir yer tutmaktadir. Cubuklar, giiniimiizde,
birgok miihendislik alaninda ve insaat, makina, otomotiv gibi 6nemli endiistri kollarinda
yapisal eleman olarak kullanilmaktadir.

Cubuklar uygulanan yap1 tipine gore farkli geometrik sekillere sahip olabilirler.
Pratikte en ¢ok karsilagilan daire ve dogu eksenli ¢ubuklardir. Konut yapilarindaki
dosemeler ve yatay kuvvete maruz diisey kaziklar dogru eksenli ¢ubuklara 6rnek
gosterilebilir. Ayrica su tanki, silolarin betonarme temelleri, kemer ve kopriiler ise egri-
daire eksenli cubuklara ornek teskil etmektedir.

Arastirmacilar, daire eksenli ¢ubuklarin statik ve dinamik analizleri i¢in farkli
yontemler kullanarak incelemislerdir. Bu calismada, diizlemsel ¢ubuklarin statik ve

dinamik analizi tasima ve rijitlik matrisi metodu kullanarak incelenecektir.



2. ONCEKI CALISMALAR

Inan (1964), elastomekanikte Baslangic Degerleri Metodu ve Tasima Matrisini
incelemis, dogru, diizlemsel ve daire eksenli ¢ubuklarin diferansiyel ge¢is matrisi
kullanarak tagima matrisini elde etmistir.

Inan (1966), elastik c¢ubuklarin genel teorisini incelemis, buradan dogru,
diizlemsel ve daire eksenli ¢ubuklarin tasima matrisini elde ederek Tasima Matrisi
yontemini uygulamistir.

Haktanir ve Kiral (1989), helisel ¢ubuklarin statik davraniginin rijitlik matrisi
metodu ile incelemislerdir. Tagima matrisi yontemi ile eleman rijitlik matrisini sayisal
olarak elde etmislerdir. Sonrasinda ise rijitlik matrisi metoduna uygun olarak Fortran-77
dilinde bir bilgisayar programi gelistirmislerdir.

Haktanir (1990), doktora calismasinda silindirik ince helisel cubuklarin en
kapsamli denge, uygunluk ve biinye denklemleri, lineer ve agisal momentum ilkeleri
kullanarak sistematik bir sekilde elde etmistir. Bu hareket denklemlerinde eksenel 6n
yiik, donme ataleti, eksenel ve kayma deformasyonu etkileri, kesit geometrik ve kayma
merkezlerinin ¢akigsmamasi halleri bir biitiin olarak g6z oniline almistir. Skaler halde 12
adet yere gore birinci, zamana gore ikinci dereceden bagimli bu denklemler, helis
eksenli cubugun yap1 ve makina elemani olarak islevi ayrilmadan genel olarak miitalaa
etmistir; helisel cubugun statik, serbest titresim ve zorlanmis titresim problemleri
¢Ozmiistiir. Ayrica, eksenel yiik altindaki helisel yaylarmn burkulma problemine
deginmistir. Elde edilen denklemlerin ¢6ziimiinde, temel olarak Tasima Matrisi
Metodunu benimsemistir.

Laman (1990), Zeiss-Dywidag olarak bilinen silindirik tonoz ¢ati sistemi, statik
yiikler altinda davranisini Tagima Matrisi yontemi ile incelemis ve farkli yiikleme
durumlar i¢in Fortran-77 dilinde bilgisayar programlar1 hazirlamistir.

Haktanir ve Kiral (1990), helisel yaylarda rijitlik matrisine dayali serbest titresim
frekansim1 elde etmislerdir. Calismalarinda eleman rijitlik matrisini, silindirik helisel
cubuklara ait statik tasima matrisinin kapali ifadesinden sayisal olarak elde etmislerdir.
Ozdeger problemi ¢oziimiinde Jacobi ve Inverse Iteration sayisal yontemlerini

kullanmiglardir.



Bayhan (1993), daire cksenli diizlem ¢ergevelerin statik yiikler altindaki
davraniglar1 Tasima ve Rijitlik Matrisi yontemi ile ¢ozmiistiir. Daire eksenli elemanlarin
eleman rijitlik matrisi ve eleman yiik vektorleri Tasima Matrisi yontemiyle elde
etmistir.

Haktanir ve Kiral (1993), helisel ¢ubuklarin statik analizini tasima ve rijitlik
matrisine dayali olarak yapmislardir. Timoshenko kiris teorisini kulanmislar ve kayma
deformasyon etkisini goz 6niinde bulundurmuslardir.

Fang (1995), tasima matrisi yontemi ile belirsiz parametreler ile yapilarin dinamik
analizini incelemislerdir.

Kang ve ark. (1995), dairesel ¢ubuklarin diizleminde ve diizlemine dik yiikli
durumlar i¢in diferansiyel karelestirme metodunu kullanarak hesaplamiglardir.

Calim (1996), egri eksenli ¢ubuk sistemler ve silindirik tonoz yapilarin statik
yiikler altindaki davranislarini idare eden denklemleri kanonik halde elde etmistir. Bu
denklemleri Tamamlayict Fonksiyonlar Metoduna dayali rijitlik matrisi yontemi ile
¢Oozmiistiir. Bu metotlar1 kullanarak Fortran-77 dilinde bilgisayar programlari
hazirlamistir.

Tseng ve ark. (1997), ¢esitli egrilikli kemerlerin diizlemi i¢inde dinamik rijitlik
matrislerini incelemislerdir. Hesaplarinda eksenel ve kayma deformasyon etkilerini de
dikkate almislardir.

Yildirnm ve ark. (1997), dogru ve daire eksenli elemanlardan olusan bilesik
diizlem gergevelerin statik analizini rijitlik matrisi metodu ile incelemislerdir. Dairesel
elemanlar diizleminde ve diizlemine dik yliklenmesi halleri i¢in ayr1 ayr1 olmak iizere
eleman rijitlik ve ankastrelik u¢ kuvvetlerini tasima matrisi metodu ile kesin olarak elde
etmislerdir.

Sahin (1998), birbirine eksenel normal kuvvet alan ¢ubuklar ile bagh diizlemsel
iki gubugu Tasima Matrisi yontemiyle incelemistir. Tasima matrisini sayisal hesabi igin
bir algoritma kullanmistir.

Howson ve Jemah (1999), diizlemine dik egri Timoshenko kirisi frekanslari i¢in
kesin bir metod bulmustur. Coziimlerinde eksenel ve kayma etkilerini dikkate
almislardir.

Liu ve Wu (2001), genellestirilmis karelestirme kuralin1 kullanarak diizleminde

yiikli dairesel kemerler igin titresim analizi yapmislardir.



Tiifek¢i ve Dogruer (2006), sabit kesitli dairesel kemerlerin diizlem dis1 serbest
titresimini incelemislerdir. Baslangi¢c degerler metodunu kullanarak kesin ¢oziim elde
etmiglerdir. Frekans degerlerini farklt merkez agisina ve farkli narinlik oranina sahip
kemerlerin ilk bes serbest titresim frekansini elde etmislerdir.

Dogruer (2006), egri eksenli diizlemsel ¢ubuklarin diizlem dis1 statik ve dinamik
problemlerini, baslangi¢ degerleri yontemi ile kayma deformasyonu ve hem egilme hem
de burulma donme eylemsizligi etkilerini de dikkate alarak, analitik olarak ¢ozmiistiir.
Coziim yaparken ise; Mathcad, Mathematica ve Matlab programlar1 yardimiyla
yapmistir.

Aktan (2008), daire eksenli ¢ubuklarin diizlem igi serbest titresim frekanslarinin
elde edilmesini incelemistir. Timoshenko kiris teorisinden yararlanmis ve donme ataleti
etkisini g6z Oniine almistir.

Arici ve Granata (2011), tasima matrisi metodunu kullanarak Winkler tipi elastik
zemine oturan genellestirilmis egri eksenli kirigleri ¢ézmiislerdir. Diizleminde veya
diizlemine dik yiiklii durumlar i¢in dairesel kirisler ve ringler i¢in analitik ve sayisal
gercek ¢ozlimlerini vermislerdir.

Eroglu (2014), eksen egrisi herhangi bir diizlemsel egri olan ¢ubugun kesiti de
degisken kabul edilerek, ¢ubuk statiginin diizlem i¢i ve diizlem dis1 genel denklemleri
vermigledir ve statik problemlerinin kesin ¢0zliimii basglangic degerleri yontemi ile
yapmiglardir. Sabit kesitli ve ¢ember eksenli ¢cubuk i¢in asal matrisin ifadeleri elde
edilmiglerdir. Elde edilen ¢6ziim kullanilarak bir sonlu eleman formiilasyonu
gelistirilmis, diizlemsel egri eksenli g¢ubuklarin diizlem i¢i ve diizlem dis1 statik ve

serbest titresim problemleri ¢ozlilmiistiir.



3. METARYAL ve YONTEM

Daire eksenli ¢ubuklarin statik davranigini idare eden kanonik formda birinci
mertebe adi diferansiyel denklem takimlar1 elde edilmektedir. Denklem takimlari,
Tasima matrisi yontemi ile ¢ozlilmektedir. Ara mesnet ve yiiklerin bulundugu durumda
tasima matrisi yontemi ile eleman rijitlik matrisi ve eleman yiik vektorii bulunarak
rijitlik matrisi yontemi ile ¢oziilmektedir.

Cubuk malzemesi homojen, lineer elastik ve izotropik kabul edilmistir.
Formiilasyonda, eksenel ve kayma deformasyon etkileri gbz Oniine alinmaktadir.
Uzaysal egri eksenli ¢ubuklarda denge, uygunluk ve biinye denklemleri ile dort vektorel
denklem elde edilmektedir. Bu vektorel denklemleri t, n, b hareketli takimdaki
bilesenlerine ayrildiginda on iki adet birinci mertebeden adi diferansiyel denklemler
elde edilmektedir. Bu on iki diferansiyel denklemin altis1 diizleminde, altis1 diizlemine
dik ylikleme haline ayrilmaktadir. Kanonik halde elde edilen diferansiyel denklemle,
deplasmana karsilik kuvvetler seklinde siralanmaktadir. Tasima matrisi yontemi ile
eleman rijitlik matrisi ve eleman yiik vektorii olusturularak ¢oziim yapilmaktadir.

Ayrica, daire eksenli g¢ubuklarin dinamik analizleri de incelenmektedir. Daire
eksenli gubuklarin eleman rijitlik matrisleri tasima matrisi yontemi kullanilarak elde
edilmektedir. Kiitle matrisi i¢in, cok fazla sayida dogru eksenli cubuk kullanilarak daire
eksenli gubuklar olusturulmustur. Dogru eksenli ¢ubuklarin eleman kiitle matrisi
kullanilarak, daire eksenli g¢ubuklarin kiitle matrisi elde edilmektedir. Eleman
koordinatlarinda elde edilen rijitlik ve kiitle matrisleri doniisiim matrisi yardimi ile
genel takima donistiiriilmektedir. Genel koordinatlarda elde edilen sistem rijitlik matrisi
ve sistem kiitle matrisi yardimiyla 6z deger problemi ¢oziilerek, daire eksenli gubuklarin
serbest titresim frekanslar1 elde edilmektedir.

Daire eksenli ¢ubuklarin statik ve dinamik analizleri i¢gin MATHEMATICA
dilinde genel amagli bilgisayar programlari hazirlanmistir. Hazirlanan bilgisayar

programi ile literatiirdeki 6rnekler ¢oziilerek kiyaslamalar yapilacaktir.



3.1. Uzaysal Cubuklar

3.1.1. Cubugun Geometrisi

Cubuk, uzunlugu yaninda diger iki boyutu ¢ok kiiciik olan tasiyici cisimlerdir. Bir
cubukta biri ekseni digeri dik kesiti ola {izere iki baslica eleman vardir. Dik kesit olarak
adlandirilan kesit, kendi agirlik merkezinde ¢ubuk ekseni olan bir uzay egrisine devamli

dik kalacak sekilde hareket ederse ¢ubuk meydana gelir.

3.1.2. Cubuk Ekseni

Cubuk ekseni olarak herhangi bir egri diisiiniilecek olursa; boyle bir egri:

r=r(s) (3.1)

yer vektorii ile tarif edilir.

3
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Sekil 3.1. Cubuk ekseni

Burada s egri iizerinde baslangic olarak secilen bir A noktasi ile B noktast
arasindaki mesafeyi ifade eder, s se¢ilen dogrultuda pozitiftir.

Egri eksenli gubuklarda, eksene bagli hareketli bir koordinat takiminin (t, n, b)
secilmesi problemin tanimlanmasinda kolaylik saglamaktadir. Ayrica her {i¢ birim

vektorde yer vektoriine baglidir.



__dr(s)
t="2 (3.2)

Burada t, n ve b sirasiyla teget, normal ve binormal birim vektorleri olarak tarif
edilmektedir. t artan s yoniinde, n teget birim vektore dik olup yonii egrilik merkezine
dogrudur. Binormal birim vektor b=txn olup, t ve n birim vektorlerinin
olusturduklar: diizleme diktir.

Bu sekilde tarif edilen, t, n, b birim vektorlerinin teskil ettigi takim sag el kuralina

gore teskil edilir ve aralarinda Frenet formiilleri denilen tiirevsel bagintilar vardir.

dt dn db

g—xn,g—rb—xt,g——rn (3.3)
Burada x egrilik olup daima pozitiftir. T tabi burulmay1 ifade eder ve uzay egrilerinde
stfirdan farkl, diizlemsel egriler i¢in sifirdir. x ve T degeri sabit olan egrilere helis, sifir

olan egrilere dogru denilmektedir.
3.1.3. Cubuk Dik Kesiti
Dik kesit, kapali bir egri ile sinirlanmis ve n, b diizleminde yer alan bir diizlem

parcasidir. G seklin agirlik merkezini & ve n_eksenleri ise kesitin asal atalet moment

eksenlerini gostermektedir (Sekil 3.2.).

» o

Sekil 3.2. Cubuk dik Kesiti

Eksene bagli olan n, b takimi ile dik kesite bagli olan & ve n takimlari birbirine ©

acisi ile baghdirlar.



0=0 (s) (3.4)

Di1s normali t ile ayn1 yonde olan kesit pozitif kesit, aksi halde negatif kesittir.
3.1.4. Yapilan Kabuller

e (Cubuk malzemesi elastik, homojen ve izotroptur.

e Yer ve sekil degistirmeler ¢ok kiigiikk oldugundan birinci mertebe teorisi
kullanilacaktir.

e Deforme olmus dik kesitin diizlemden olan sapmalar1 ihmal edilerek diizlem
kaldig1 kabulii yapilacaktir.

e (Cubuk kesiti goz oniine alindig1 bolgede eksen boyunca sabittir.

e Biinye denklemleri i¢in Hooke Kanunu kullanilacaktir.
3.1.5. Denge Denklemleri

Cubuga tesir eden dis kuvvetler ve cubuk pargalart arasindaki etki tepkiyi ifade
eden i¢ kuvvetler ele alinacaktir. Dis kuvvetler ele alinirsa, dogrultular1 ¢ubuk

ekseninden gecgen s boyunca yayili olan dis kuvvetler p vektori ile gosterilirse,

limps0 (i_z) =P (3.5)

olur. Burada Ap kuvveti As eksen pargasina isabet eden dis kuvvetlerin vektorel
toplamudir.

Dis kuvvetler dogrultulart itibariyle eksenden ge¢mezler ise bunlart eksene
aktarmak miimkiindiir. Bu durumda bir kuvvet ¢iftini hesaba katmak gerekir. AM
cubugun As kismina etki eden dis kuvvetlerin eksene aktarilmasiyla olusan kuvvet

ciftidir.

limpg o (AA—":) = m (3.6)



Burada m vektorii yayili dis kuvvet ¢iftlerini gosterir. Kesit tesirleri adi verilen ig
kuvvetler olarak kesit pozitif yoniine tesir eden kuvvetler alinmistir. Ayrica yayil i¢
kuvvetler ise kesitin agirlik merkezine aktarilan degeridir.

T vektori, kesite tesir eden i¢ kuvvetlerin vektorel toplamini, M vektorii ise
bunlarin agirlik merkezine aktarildiklar1 zaman eklenmesi gereken kuvvet ciftini
gosterir.

Elastik ¢ubuk teorisinin hedeflerinden biri kesit tesirlerini s’e gére degisen T(s)

ve M(s) fonksiyonlarini hesaplamaktir.

T.t=T, Eksenel Normal Kuvvet
T.n=T, Kesme Kuvveti
T.b=T, Kesme Kuvveti
M.t=M, Burulma Momenti

M. n=M, Egilme Momenti
M.b=M, Egilme Momenti

T(s) ve M(s) fonksiyonlari ile dis kuvvetler arasinda tiirevsel bir baginti
mevcuttur. Bu diferansiyel baginti As uzunlugunda bir ¢ubuk elemaninin iizerine (Sekil

3.3.) ve kesit yiizlerine tesir eden kuvvetlerle dengede olmasi sart1 ile bulunur.

Sekil 3.3. Cubuk elemanin denge durumu



Denge sart1 kullanilarak A noktasina gére moment alinirsa,
—T+T+AT+ pAs=0
—M+M+AM+ mAs+ Arx (T+AT) =0

denklemleri elde edilir ve sadelestirme yapilip limite gegilirse,
dT

= +p=20

S +tXT+m =0

ds

diferansiyel denge denklemleri elde edilir.

3.1.6. Uygunluk denklemleri

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

Cubuk sekil degistirdikten sonra gubuk ekseni {izerinde herhangi bir A noktasi yer

degistirerek A' noktasina gegecektir (Sekil 3.4). Burada AA' vektdriine yer degistirme

vektorl denir ve
AA" = U(s)

ile gosterilir.

Sekil 3.4. Cubuk ekseninde yer degistirme

10

(3.11)



U(s) fonksiyonunun bilinmesi ile ¢ubuk ekseninin deformasyondan sonraki

durumu belli olur.
r=r+1U (3.12)

Cubuk sekil degistirdikten sonra deforme olmus kesitin diizlemden olan sapmalari
ihmal edilmistir. U(s) vektorii, dik kesitin agirlik merkezine ait dtelenmesini ve Q(s)
vektoril ise agirlik merkezinden gegen eksen etrafindaki donmeyi gosterir. Bu iki vektor
ayni cisme ait dik kesite etki ettiginden dolay1 aralarinda diferansiyel bir bagint1 vardir.

Cubuk sekil degistirmesi i¢in 6nemli iki vektor daha vardir. Bunlar birim
uzunluklu bir ¢ubuk eleman:i i¢in tarif edilmis rolatif birim degerlerdir. Birisi rolatif

birim kayma y vektorii, digeri ise rolatif birim donme w vektoriidiir.
du
(E)H =Y (3.13)

Y vektori birim ¢ubuk elemaninin sekil degistirmesini gostermektedir. w vektorl ise,

dQ

= (3.14)

o0 =

birim boyun dénmesi olarak tarif edilir. y ve w vektorlerinin de U ve Q vektorleri gibi

siddetleri cok kiiciik oldugu hesaplarda kabul edilmektedir.

U U+AU
‘I‘ As i} |‘
| _— T — |
e o ~
\ B\
Q
O+AQ

Sekil 3.5. Cubuktaki yer degistirme ve donmeler

Cubuk ekseni lizerinde birbirine ¢ok yakin A ve B noktalar1 ele alalim (Sekil 3.5).
B noktasindaki yer degistirmenin A’dan olan farki AU ile gosterilmistir. Bu farkin iki
nedeni vardir. Birincisi, AB ¢ubuk elemaninin sekil degistirmesi dolayisiyla B noktasi
A’ya gbre y - As kadar farkli hareket eder. ikincisi, A’dan gecen kesit Q ile gdsterilen
bir donme yapinca B noktasi da Q X Ar ile gosterilen bir hareket yapacaktir. Buna gore,

AU = y.As+ Q X Ar (3.15)

11



denklemi elde edilir ve her iki taraf As degerine boliiniip limite gegilirse,

T=y+axt (3.16)

denklemi elde edilir. Bu denklem U vektorii ile © arasinda gosterilen ifadeye Uygunluk
Sart1 denilmektedir.

Y ve w vektorlerinin t, n, b takimindaki bilesenleri, y; birim uzamayi, y, Ve yy
degeri n ve b dogrultularindaki kaymalar1 gosterir. Ayni zamanda . degeri
burulmadaki birim donme agisidir. Ayrica w, Ve wy, ise n ve b eksenleri etrafindaki

egilme dolayistyla meydana gelen rolatif birim donmelerdir.
3.1.7. Kesit Tesirleri fle Sekil Degistirme Arasindaki Iliski

yile T ve w ile M vektorleri arasindaki iliski malzeme biinyesini belirtmektedir.

T =f,(y) (3.17)
M=f,(w) (3.18)

Burada f; ve f, ilgili vektorler arasindaki iliskiyi gosterir ve vektorlerin koordinatlar: T,
, Ty, Ty ‘e karsiik v, , Y2 , Y3 Ve M; , M, , M3’e karsilik w; , @, , w3 olsun. Kapali
formda asagidaki sekilde yazilir.

T, = X Cjj.v; (3.19)

Burada Cj; ve Dj; ile gosterilen katsayilar yalniz gubuk malzemesine ve Kkesit
geometrisine bagli olup y ve w degiskenlerinden bagimsizdir. Ayrica malzeme homojen
ve izotrop, kesitin de tiniform oldugu kabul edilirse, bu katsayilarin s degiskeninden
bagimsiz olur. Cj; ve Dj; katsayilarina ¢ubugun kaymaya ve donmeye karsi rijitlikleri

olup simetriktir.

12



Yapilan kabullerde ise n ve b takimi asal eksen olan & ve n ile gakigsmaktadir.

Bundan dolay1 rijitlik matrisleri asagidaki yazilir. Matris bilesenleri t, n, b takiminda

incelendiginde,
Ce 0 0

[C] = [0 Con 0 ] (3.21)
0 0 Gy
Dy O 0

[D] =] 0 Dpy 0] (3.22)
0 0 Dy

seklinde gosterilebilir. Rijitlik matrisleri |Cij| #0 ve |Dij| # 0 oldugundan bu

matrislerin tersleri alinabilir.
y=[C]LT (3.23)

w = [D]"L.M (3.24)
3.1.8. Vektorel Denklemlerin t, n, b Takimina Doniistiiriilmesi

Elastik ¢ubuk teorisi kurulurken bilinmeyenler alti vektérden meydana
gelmektedir. Bunlar, kesit tesirleri T ve M, sekil degistirme elemanlar1 y ve w, yer
degistirme ve donme U ve Q vektorleridir. Bu denklemler daha 6nceki boliimlerde elde
edilmisti.

Cubuk elemaninda dengeyi ifade eden denklemler (3.9-3.10), uygunluk
denklemleri (3.14, 3.16), biinye denklemleri (3.23, 3.24) elde etmisti. Burada (3.23) ve
(3.24) denklemleri (3.14) ve (3.16) denklemlerinde yerine konursa,

dQ

a2k -1 —
— —[PI7.M =0 (3.25)
T 4txQ - [€LT=0 (3.26)

ifadeleri elde edilmis olur. Boylece dort adet diferansiyel denkleme indirgenmis olunur.
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Burada hesaplanmasi gereken i¢ kuvvetler T, M ve yer degistirme ve donme olan U, Q
olmak tizere dort vektorel biiyiikliik vardir. Hesaplarda kolaylik saglamak icin skaler
denklemlerle islem yapilmasi uygun olmaktadir. Eksen takimi olarak t, n, b hareketli
takimi alinmis olup bu vektorel ifadeler bu hareketli takima aktarilmistir. Hesaplarda

serbest degisken s yerine ¢ ifadesi kullanilmistir. Aralarinda,

Sekil 3.6. Daire eksenli gubuk elemant

ds = p d¢b (3.27)

bagintis1 vardir. Egrilik ise,

1
= - 2
X=3 (3.28)

seklinde tarif edilir.
Frenet formilleri dikkate alinarak vektorel denklemlerin hareketli t, n, b takimina
aktarilmasi asagidaki gibi yapilir ve (3.9) denklemindeki ifadeler t, n, b takimindaki

bilesenlere ayrilirsa,
T=T,.t+ T,.n+ T,. b (3.29)

p=p:-t+p,.n+p,.b

elde edilir. (3.3) ve (3.29) denklemleri (3.9) denklemlerinde yerine konursa,

% T,+pp= 0 (3.30a)
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i—f;+Tt—prTb+ppn=O (3.30Db)

(Z—?+ptTn+ppb=0 (3.30c)

denklemleri elde edilir. Ayn1 sekilde (3.10) denkleminde ifadeler hareketli t, n, b

takimindaki bilesenlere ayrilirsa,

M=M,.t+ M,.n+ My.b

m=m.t+ m,.n+ my,.b (3.31)
T=T.t+T,.n+T,.b

elde edilir. (3.3) ve (3.31) denklemleri (3.10) denklemlerinde yerine konursa,

dMm

dT;t_M“+pmt= 0 (3.32a)
d(ff;+Mt—prMb—pr+pmn= 0 (3.32b)
dd%+ptMn+an+pmb= 0 (3.32¢)

denklemleri elde edilir.

(3.15) denkleminde ifadeler hareketli t, n, b takimindaki bilesenlere ayrilir ise,

Q=0,.t+Q,.n+Q,.b (3.33)

w=0.t+w,.n+ w,. b

elde edilir. (3.3) ve (3.33) denklemleri (3.14) denklemlerinde yerine konursa,

dayg

Free Q,+pwy=0 (3.34a)
dd‘;“ + Qi —pTQ+pw, = 0 (3.34b)
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%+ptﬂn+pwb=0 (3.34c)

Ayni sekilde (3.16) denkleminde ifadeler hareketli t, n, b takimindaki bilesenlere

ayrilirsa,
U=U;.t+ U,.n+ U,.b (3.35)
Y=Y:-t+vy,.n+vy,.b

elde edilir. (3.3) ve (3.35) denklemleri (3.16) denklemlerinde yerine konursa,

dU¢

J—Un+pyt= 0 (3.36a)
du,

E+Ut—prUb—pr+pyn= 0 (3.36Db)
%+prUn+pﬂn+pyb= 0 (3.36¢)

denklemleri elde edilir.

Boylece uzaysal cubuklarda, statik yiikler altinda davranisi idare eden genel
denklemler 6nce vektorel formda elde edilmis ve daha sonra hareketli t, n, b takimina
aktarilmistir.

Bu on iki adet birinci dereceden diferansiyel denklemler deplasman ve donmeye

karsilik kuvvet ve kuvvet cifti olarak siralanirsa,

E—Un+pyt= 0 (3.373)
du,
W+Ut—prUb—pr+pyn= 0 (3.37b)
dUy
G TPTUn+p+py, =0 (3.37¢)
do
d—d)t—Qn+pwt= 0 (3.37d)
dQ,
0 + Qi —ptQp+pw, =0 (3.37¢)

16



day,

E+prﬂn+pwb= 0 (3.371)
dT

d—d)t—Tn+ppt= 0 (3.379)
dT,

£+Tt—prTb+ppn= 0 (3.37h)
%+prTn+ppb= 0 (3.371)
dM i
dT)t—Mn+pmt= 0 (3.37i)
dMp .
39 +Mi—ptMp,—pTp+pm, =0 (3.37))
dMy,

E+prMn+an+pmb= 0 (3.37k)

seklinde elde edilir.

3.2. Diizlemsel Cubuklar

Diizlemsel hal, eksen egrisi bir diizlem icinde olan g¢ubuklardir. Diizlemsel
cubuklarda, tabi burulma, T = 0 ve binormal birim vektor, b = sabit olur.

Diizlemsel g¢ubuklarin statik denklemleri olusturulurken, ¢ubuk malzemesinin
elastik ve izotrop oldugu, kesitin kayma ve geometrik merkezlerinin cakistigi, birinci
mertebe teorisinin gegerli oldugu, kesit diizleminde bulunan n, b birim vektorleri ile

kesit asal eksenlerinin ¢akistig1 kabulii yapilacaktir.

Bu durumda,
Ce 0 0
[C] = [0 Con 0 ] (3.38)
0 0 Cy
[D]=(0 Dy, O ] (3.39)
0 0 Dy
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olmaktadir. Diferansiyel denklemlerde,

I SN R Y 3.40

Yt Ctt $in Cnn ’ Yb Cbb ( . )
M¢ M, My

Wy =7=, Wy ==, W === 341

t D¢t n Dnn b Dpp ( )

ifadeleri yerine konulacak ve rijitliklerin agik ifadeleri
Cy = EA, Cyy = GA/ay, , Cpp = GA/a (3.42)
D¢t = GJ¢, Dnn = El, , Dpp = El (3.43)

seklindedir. Burada E elastisite modiilii, A kesit alani, G kayma modiilii, J; burulma
atalet momenti, an ve op kayma diizeltme faktorlerini, I, ve I, ise n, b eksenlerine gore
atalet momentlerini ifade etmektedir.

Bu ifadeler on iki adet birinci dereceden diferansiyel denklemlerde yerlerine

yazilirsa,

du T

dU, nTn

E+Ut—pﬂb+paG—A=0 (3.44b)
du T

d—¢b+pﬂn+p aZAb= 0 (3.44c)
B, +p = (3.44)
da, Mp

E+Qt+pa— 0 (3448)
aoy oMy _

a9 +p Bl 0 (3.441)
dT

d_(l)t —Ta+ppe=0 (3.449)
dTy,

vy +Ti+ppn=0 (3.44h)
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vy +ppp = (3.441)
dM .

OT; —M,+pm,= 0 (3.44i)
dc?:[p" +M;—pTp,+pm, =0 (3.44))
%+an+pmb= 0 (3.44k)

seklinde elde edilmektedir.

Elde edilen yukaridaki on iki adet birinci dereceden diferansiyel denklemler
dikkatle incelendiginde iki grup dikkat ¢ekmektedir. Birinci grup Uy , U, , Qp, [T, Ty,
M, gibi alt1 biiyiikliik sadece (3.44a), (3.44b), (3.44f), (3.449), (3.44h) ve (3.44k)
denklemlerinde bulunmakta ve ikinci grup ise Uy ,Q; ,Q, T, ,M; ,M, gibi alti
biytiklik ise (3.44c), (3.44d), (3.44e), (3.441), (3.44i) ve (3.44j) denklemlerinde
bulunmaktadir. Bdylece hem bilinmeyenler hem de denklemler altisar adet olarak iki

gruba ayrilarak hesaplamalar i¢in biiyiik kolaylik saglamaktadir.
l. Grup Ui, U,,Qp T, T, , My
Il. Grup Uy, Q¢, Q, Ty M \ M,

Birinci grupta bilinmeyen kuvvet ve kuvvet ¢ifti Ty , T, , My, gibi i¢ kuvvetler t, n
diizleminde ve ¢ubuk ekseninin bulundugu diizlemdedir. Bu gruptaki diger U, , U, ,
gibi yer degistirme ve donmeler ise diizlem i¢inde bulunan degerlerdir. Ayrica dis
kuvvet bilesenleri olan p; , pn Ve my degerleri de ayni diizlemde etkimektedir. O halde
birinci grup problemde etkiler ve sonuglar cubuk diizlemi i¢inde bulunmaktadir.

Ikinci grupta yer alan T, ,M, ,M,, i¢ kuvvet ve kuvvet ¢iftine ait tesirler diizlemine
dik dogrultuda olmaktadir ve ayn1 zamanda Uy, , Q. , 1, gibi yer degistirme ve donmeler
de diizlemine dik dogrultudadir. Ayrica dis kuvvet bilesenleri olan p, , m¢, m, degerleri
diizlemine dik etki etmektedir. O halde ikinci gruptaki etki ve sonuglar diizlemine dik
olmaktadir.

Bu durunda diizlemsel elde ettigimiz on iki adet diferansiyel denklemi altisi

diizlemi i¢inde altis1 diizlemine dik olarak ifade edebiliriz.
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3.2.1. Diizleminde Yiiklii Egri Eksenli Cubuklar

Diizleminde yiiklii egri eksenli gubuklarin davranigini idare eden birinci derece

adi diferansiyel denklemler kanonik halde asagidaki sekilde elde edilmektedir.

%—Un+pg—;= 0 (3.45a)
il;“+Ut—pr+chT‘;= 0 (3.45D)
Uy p Moz g (3.450)
(:1—1(;; —Ta+ppe=0 (3.45d)
% +T.+ppn=0 (3.45¢)
dd%+an+pmb= 0 (3.45f)

3.2.2. Diizlemine Dik Yiiklii Egri Eksenli Cubuklar

Diizleminde yiiklii egri eksenli ¢cubuklarin davranisini idare eden birinci derece

adi diferansiyel denklemler kanonik halde asagidaki sekilde elde edilmektedir.

%+pﬂn+p%=0 (3.462)
i—‘;—ﬂn+p%= 0 (3.46b)
‘L_?; +p g’[_; =0 (3.46¢)
% +ppp,=0 (3.46d)
% —M,+pmg= 0 (3.46€)

20



dMp,
d¢

+Mi—pTp,+pm, =0 (3.46f)

3.3. Daire Eksenli Cubuklar

Daire eksenli c¢ubuklarda egrilik yaricapt p = R = sabit’tir. Daire eksenli
cubuklar i¢in bu boliimde diizlemi i¢inde ve diizlemine dik yiiklii cubuklar ayr1 ayri

incelenecektir.
3.3.1. Diizleminde Yiiklii Daire Eksenli Cubuklar
Daire eksenli ¢ubuklar i¢in daha onceden egri eksenli ¢ubuklar i¢in diizleminde

yiikli durumda elde edilmis olan diferansiyel denklemler diizenlenirse agagidaki

denklemler elde edilecektir.

du, Te
E_Un-l_Rc_tt_ 0 (347&)
du, Th

E-I-Ut_RQb-l_RC_nn: 0 (3.47b)
day, My,

d9%  p My _ 47
39 Do 0 (3.47¢)
dT

Tt Rpe=0 (3.47d)
Mo T, +Rp, = 0 (3.47¢)
do

%+RTH+Rmb =0 (3.47f)

3.3.2. Diizlemine Dik Yiiklii Daire Eksenli Cubuklar
Daire eksenli gubuklar i¢in daha dnceden egri eksenli ¢ubuklar i¢in diizlemine dik

yiikli durumda elde edilmis olan diferansiyel denklemler diizenlenirse asagidaki

denklemler elde edilecektir.
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W+RQn+RCTTZ= 0 (3.48a)
%—QH+R§—;= 0 (3.48b)
My r 2 g (3.480)
T Rpy = 0 (3.480)
% —~M,+Rm,= 0 (3.48e)
dcff; +M,—RT,+Rm, = 0 (3.48f)

3.4. Tasima Matrisi Yontemi

3.4.1. Baslangic Degerler Metodu

Miihendislikte ¢esitli problemlerde, smir sartlar1 yardimiyla ifade edilmesi
gereken, sabit degerlerin sayisi ¢ok olursa, hesap yorucu olmakla beraber hata yapma
riski de oldukg¢a fazla olur. Bundan dolayidir ki sabit degerlerin sayisin1t minimumda
tutmanin yollart aranir. Bu yiizden smir deger problemlerinin hepsini baslangic
degerler1 problemine doniistiiren Baslangic Degerleri Metodu gelistirilmistir. Bu
yontemin amaci sinir deger problemlerini baslangi¢ deger problemine doniistiirmek,
bdylece ara sartlardan dolay1 girebilecek yeni sabitlerin Oniine gegmek ve problemlerin
denklemlerini hep ayn1 baslangi¢ sabitlerle ifade etmektir. Buna gore elastomekanikte
izostatik ve hiperstatik problemleri arasinda fark gozetmemektedir ve tek degiskenli

problemlere uygulanmaktadir.
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3.4.2. Durum Vektorii

Herhangi bir sistem ele alalim; bu sistemde n adet degiskenli bir fonksiyon, bir
{S (¢p)} durum vektorii s6z konusu olsun. ¢ ye bagli bu {S (¢p)} vektoriiniii=1, 2,...,n

olmak iizere matris formunda,

{S(@}=[ = (3.49)

ile gosterilir. Ayrica kolon matristen bagka bir sey olmayan bu biiyiiklige durum
vektdrii denir.

{S; (¢)} elemanlarinin tiirevleri mevcut olsun ve S;’ (¢) ile gosterilir. {S; (¢)} ve
S’ (¢p) arasindaki bagintilar, sistemin kanonik halde tasviri anlamina gelmektedir.

Durum vektorii ve arasindaki bagmtinin, lineer oldugu kabul yapilir ise,

S1(@) = a11.S1(@) + a12. S (D) +.v vev v e+ A1 Sy (D)
SL() = ap1.51(P) + a22.S2(P)++.. e evv oo+ A5 Sy ()
(3.50)
SI (@) = apg.-S1() + anz. Sy (@) 4+t v s e+ Apy. Sy (@)
elde edilir. n adet lineer denklem takimini matris formunda ifadesi,
S'(¢)=D.{S#} (3.51)

tarif etmek mumkiin olur ve D kare matrisi
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[d11 dig - dln]
ll nm .%i‘i @52)
dnl dnz dnn

seklinde yazilabilir. D kare matrisinin elemanlart ¢ ye bagimli da olabilir. Sistemin

yakin durumlar1 arasindaki gecis, D kare matrisi ile ifade edildiginden bu matrise

Diferansiyel Gegis Matrisi ad1 verilmektedir. Tiirevin tanim ifadesi kullanir ise,

{S(p+dgl={S(g}}+[D.S(¢)ld¢ (3.53)

ifadesi elde edilmis olunur. Bu ifade sistemin yakin durumlari arasindaki gegisi temsil

etmektedir. ¢ = 0 dan baslamak suretiyle istenilen herhangi bir ¢ durumuna gegmek

icin gegis matrisi kullanilmaktadir. Kullanilan bu gegis matrisine, Tasima Matrisi ad1

kullanilmaktadir (Inan, 1964).
3.4.3. Diferansiyel Denklemlerin Coziimii

Baslangic Degerleri Metodu da denilen bu yontem baglangicta verilen
degerlerden, herhangi bir noktadaki de§ere gecisi saglayan matrise Tasima Matrisi

denir. Diger bir ifade ile tagima matrisi, ¢ = 0 baslangi¢c noktasi ile ¢ = ¢ noktasi

arasindaki gecisi saglayan [F] matrisidir ve su sekilde ifade edilmektedir;
$8(9);=[F(g)]- $50); (3.54)

burada {S(¢)} kolon vektorii, ¢ = ¢ deki durum vektoriinii, {S(0)} kolon vektorii ise
¢ =0 daki durum vektoriinii ifade etmektedir.
F(¢) tastma matrisini hesaplamak i¢in saglamasi gereken diferansiyel denklem

aragtirilacak olunursa; (3.53) ifadesinin her iki tarafinin tiirevi alinarak asagidaki ifade

bulunur.

S (¢)=[F'()]-S(0) (3.55)
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Yukaridaki esitlikte, S ‘(@) yerine, (3.50) degeri konuldugunda, asagidaki ifadeler

bulunur.

D.S(¢)=[F"(¢)].S(0)

D.[F(g)]-S(0)=[F"(#)].5(0) (3.56)
[D.F(g)-F'(#)]-5(0)=0

Yukaridaki esitlik sonucu,

F'(¢)= D.F(¢) (3.57)

denklemi bulunmus olunur.

Tasima Matrisi uzaysal bir ¢ubukta diizleminde (6x6) ve diizlemine dik yiikli
haller i¢in (6x6) boyutlarinda matris olmak iizere toplam (12x12) boyutlarinda bir kare
matristir (Haktanir, 1990). Tasima Matrisi Yontemi, diizleminde ve diizlemine dik
yiikli daire eksenli gubuklarda ayri ayri secgilen tek degiskenli fonksiyona bagli olarak

ele alinacak ve analitik ¢oziimleri yapilacaktir.
3.4.4. Diizleminde Yiiklii Daire Eksenli Cubuklarda Tasima Matrisi

Herhangi bir sifir baglangicindan itibaren bir kesiti ¢ acisi ile ifade edilsin. Kesit

biiytikliikleri olan yer degistirme, donme agisi, momenti ve kuvveti t, n, b takiminda
sirastyla Uy , Uy, , Qp , Ty, T, , My, den olusmak {izere 6 adet adi diferansiyel denklem
elde dilmis olunur. Bu alt1 diferansiyel denklem bir kolon matriste toplarsak {S(¢)}

durum matrisini elde etmis oluruz.

[ Ue (@) ]
Uy (@)
Qyp ()
T: (¢)
Ta (@)

L My, (¢) |

{S(p)} = (3.58)
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{S(¢)}'yi ¢ozmek igin gerekli diferansiyel denklemler ¢ubuk baslangic

noktasindan son noktaya kadar, herhangi bir ara sigramanin (yayili veya tekil yiikler, ara

mesnet ve mafsallar) olmadigi sistemin statik hali i¢in homojen denklemleri kanonik

formda yazilir.

Kayma etkisinin ihmal edildigi durumda,

=—RT

Kayma etkisinin dahil edildigi durumda,

du, =U +RL

d¢ " Ct’[

du, =—U,+RQ, +R T,
d¢ nn
dQ, =R%

d¢ Dbb
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(3.59a)

(3.59b)

(3.59¢)

(3.59d)

(3.59%)

(3.59f)

(3.60a)

(3.60D)

(3.60c)



G (3.60d)

dT
0T 3.60e
ds ¢ ( )
aM, _ R (3.60)
dg

olusmaktadir. Buradan U; deplasmani esas de8isken olarak kabul edilir ve diger 5 adet
diferansiyel denklemi U; fonksiyonuna bagli yazilip denklemleri tekrar diizenlenir.

Kayma etkisinin ihmal edildigi durumda,

u - Y (3.61a)
dg
1 d’u
Qb = E|:Ut +W:| (361b)
1 d du, d°U
=— D L+ L 3.61c
t Rs d¢2{ bb{d¢ d¢3}:| ( )
3
T,=—+ dlp, | dU, (3.61d)
R* d¢ dg¢ d¢
2
.= Dw) a9, dU, (361e)
R°| d¢ d¢
Kayma etkisinin dahil oldugu durumda,
3 5
U, = au, Dyy Co 5 d U; + d U5‘ (3.62a)
d¢ Dbb Cnn + Dbb Ctt +R Ctt Cnn d¢ d¢
Qb:l{uﬁdzgur Dy Cu Con_ {_ 1 dzuzl{ 1 _1}(1“%_1dﬁuatﬂ(3.62b)
R d¢ Dbb Cnn + Dbb Ctt + R Ctt Cnn Cnn d¢ Cnn Ctt d¢ Ctt d¢
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B 3 5
Tt — Dbb Cnn Ctt > :Hd Lit + d Lit j| (362C)
L Dbb Cnn + Dbb Ctt + R Ctt Cnn d¢ d¢

B 2 4
T -|- Do Co o Md Y, 4, } (3.620)
L Dbb Cnn + Dbb Ctt +R Ctt Cnn d¢ d¢
_Dy|dy, dU, Dys o Con S 1y, (1 1)U, 1d'U,]|(3.62€)
" RZ d¢ d¢3 Dbb Cnn+Dbb Cn+R2 Ctl Cnn Cnn d¢3 C:nn Cn d¢5 Cn d¢7

denklemleri bulunur. Aym1 denklemleri yok etmeye devam edersek U; nin saglamasi

gereken diferansiyel denklemin homojen hali i¢in,

dGUt+2d4Ut+d2Ut

d¢6 d¢4 d¢2 =O (363)

elde edilerek problemin her iki yoldan da ¢6ziimii i¢in gerekli denklemler elde edilmis

olur. Bu sabit katsayili adi diferansiyel denklemi karakterize edersek;

ml+2m*+m?*=0 (3.64a)
olur ve,
m? (m* +2m? +1)=0 (3.64h)

seklinde carpanlara ayrilip ilk iki kokdi;
m, ,=0 (3.64c)

Bulunur. Daha sonra diger kokler igin,

m'+2m*+1=0 (3.64d)
Denkleminde
m? =t (3.64¢)
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Doniisiimii yapilirsa,

t*+2t+1=0 (3.64f)
ifadesi elde edilip ¢oziiliir ise;

t,,=-1 (3.649)

dir. Bu durumda ise;

M, .56 =+i (2katl kok) (3.64h)

elde edilmis olunur. Boylece diferansiyel denklemin ¢6ziimii asagidaki gibi yazilabilir.
U, =C, +C,9+C,Sing+C,Cospg+C,¢pSing+C, ¢ Cos ¢ (3.65)

Daha o6nce diger 5 adet kesit biiyiiklikleri (3.6la-e, 3.62a-e) U; cinsinden
yazilmistt. Bu durumda (3.54) denkleminde ¢ = 0 baslangi¢ kesitinden ¢ = ¢
kesitindeki biiyiikliiklere gecisi saglayan tasima matrisi Ek 1, Ek 2°deki gibi elde edilir.
Tasima matrisinin bulunmast MATHEMATICA programlama diliyle hazirlanan
program yardimiyla analitik olarak elde edilmistir. Program dosyasi Ek 1, Ek 2’de

verilmistir.

3.4.5. Diizleminde Yiiklii Halde Tekil Yiik ve Moment Durumu

Pn (a)
APH@

b ()

8=0

Sekil 3.7. Diizleminde yiiklii hal i¢in arada tekil yiikk ve moment olmasi durumu

29



¢ = o gibi noktalarda dis tekil kuvvet veya moment oldugu durumda (Sekil 3.7)

gecis hesab1 ¢ > a igin

18(9)}=[F(#)] $8(0)}+[Fg- )] K(a) (3.66)

seklinde olmaktadir.

Bu durumda K(a) ile gosterilen siireksizlik kolon matrisi,

0

0

0

K(a)=| —p, () (3.67)
—Py ()

L _Mb (O() d

seklinde elde edilir. Ayrica dis kuvvetler birden fazla n kadar olmas1 halinde denklem su

sekilde yazilir.

()= [F@)] SO+ 3 [Flg-a)] K(a) (3.68)

Pn
| - | | )
AT “—b*mb zi;;\ N
NI Y,
K )/ 7 ¢lpt
gy . S
> | £ ‘=0
¢

Sekil 3.8. Diizleminde yiiklii hal i¢in arada yayil1 yiik ve moment olmas1 durumu
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Eger dis yiikler siirekli yani yayili olmasi (Sekil 3.8) durumu igin (3.68)

ifadesinde ikinci terimde toplam ifadesi yerine bir integral seklini alir.

@)= ()] SO)}+ ] [Flg-0)] k(oo (2.69)

Bu durumda k (o) ile gosterilen siireksizlik kolon matrisi,

0
0
0
—pe (@1
—Pn (O() r
[ —my, () r

k(a) = (3.70)

seklinde ifadesi elde edilmis olur.

Her iki siireksizlik kolon matrisi ilk ii¢ satirin sifir olmas1 ¢ = a i¢in U, , U, ve
Qp degerlerinde siireksizlik olmadigi, diger satirlar ise ¢ = o baslangic sayildigi

takdirde var olan degerleri ifade etmektedir.
3.4.7. Diizlemine Dik Yiiklii Daire Eksenli Cubuklarda Tasima Matrisi

Herhangi bir sifir baslangicindan itibaren bir kesiti ¢ agisi ile ifade edilsin. Kesit
biiytikliikleri olan yer degistirme, donme agisi, momenti ve kuvveti t, n, b takiminda
sirastyla Uy , Q, , Q¢ , Ty, ,M;, , M; den olugmak iizere 6 adet adi diferansiyel denklem

elde dilmis olunur. Bu alt1 diferansiyel denklem bir kolon matriste toplarsak {S(¢#)}

durum matrisini elde etmis oluruz.

[ Up (@) 7
Qy, (@)
Q; (¢)

Ty (¢) (3.71)
M, (¢)
L M, (¢) |

{8(¢)} =

{S(¢)}yi ¢ozmek icin gerekli diferansiyel denklemler cubuk baslangi¢

noktasindan son noktaya kadar, herhangi bir ara sicramanin (yayili veya tekil yiikler, ara
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mesnet ve mafsallar) olmadigi sistemin statik hali i¢in homojen denklemleri kanonik

formda,

Kayma etkisinin ihmal edildigi durumda,

=-RQ

+_
d¢ Dnn

49, o, Ry,
d¢ Dtt

Kayma etkisinin dahil edildigi durumda,

Y, __Ro,+R I

d¢ Cbb
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(3.72a)

(3.72b)

(3.72¢)

(3.72d)

(3.72¢)

(3.72f)

(3.73a)

(3.73b)

(3.73c)

(3.73d)



My _ M, +RT, (3.73¢)

dM. _ (3.73f)

seklindedir. Buradan Uy deplasmani esas degisken olarak kabul edilir ve diger 5 adet

diferansiyel denklemi Uy, fonksiyonuna bagli yazilip denklemleri tekrar diizenlenir.

D
D=—1 3.74
5 (3.74)

nn

Kayma etkisinin ihmal edildigi durumda,

1 du,

Q =--——t (3.75a)
R d¢
4 2
t=1 D dU4b+2D+1dU2b (3.75b)
R|{1+D d¢ 1+D d¢
5 3
=Dy dU, ,dU,  du, (3.75c¢)
R®| d¢ dg*  dg
4 2
n = b D”z" d U4b+d U;’ (3.75d)
1+D R? | d¢* d¢
5 3
M, D_t2t D d U5b ,2D+1d USb L4y, (3.75¢)
R?|1+D d¢° 1+D d¢® d¢g
Kayma etkisinin dahil edildigi durumda,
1| D dSUh+2D+1d3Ub
"  R|1+D d¢* 1+D d¢’ (3.76a)
___RC, D D, D,, d°U, (2D+1 D, D,, d3Ub+dUb
R*’C,,+D, |\ 1+D R?C,(D,,+D,)) d¢° 1+D R?C,(D,,+D,)) dg° d¢

33



(3.76b)

~ 1{ D d*U, 2D+1d2Ub}
t
R

= — +
1+D d¢*  1+D df

D, D [dU, +d3Ub
" R®1+D| d¢°  d¢’
D, C,, D D, D,, d°U, (2D+1 D, D,, d*u, du,
+ - + - +
R*C,, +RD,|\1+D R’C,(D,, +D,)) d¢° 1+D R®C,(D,,+D,)) d¢°  dg¢

(3.76¢)

D D, [dU,  d’U
=1 D R { a7 d¢zb} (3759

M. = Dy Cpp AU,
t 2
R°C,,+D, d¢

D, Cy, D D, D,, d°U, (2D+1 D, D,, d*u,
=3 T 52 5+ T B2 3
R’C,,+D,|l1+D R®*C, (D, +D,)) d¢ 1+D R%*C,(D,, +D,)) d¢

(3.76€)

olarak kayma deformasyon etkisi ihmal (3.75a — 3.75e) ve kayma deformasyon etkisi
dahil (3.76a — 3.76e) denklemleri bulunur. Ayni denklemleri yok etmeye devam edersek

Up nin saglamasi gereken diferansiyel denklemin homojen hali i¢in,

d° U, +2d“ub +d2ub _
dg’ dg¢*  d¢

(3.77)

elde edilerek problemin her iki yoldan da ¢6ziimii i¢in gerekli denklemler elde edilmis
olur. Bu sabit katsayili adi diferansiyel denklemi diizleminde ytiklii durum i¢in yapilan
¢Ozilim ile ayni elde edilir.

Boylece diferansiyel denklemin ¢6ziimii asagidaki gibi yazilabilir;
U,=C,+C,9+C,Sing+C,Cosg+C, ¢Sing+C, pCos ¢ (3.78)

Daha once diger 5 adet kesit biyiikliikleri (3.75a-e — 3.76a-e) U, cinsinden
yazilmist1. Yukarida elde edilen Uy, fonksiyonu denklemlerde (3.75a-e — 3.76a-¢e) yerine
konarak diger kesit bityiikliikleri de elde dilmis olunur.
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Bu durumda (3.54) denkleminde ¢= 0 baslangi¢ kesitinden ¢ = ¢ kesitindeki

biiyiikliiklere gegisi saglayan tasima matrisi EK 3, Ek 4’de verilmektedir. Tasima
matrisinin bulunmas1 MATHEMATICA programlama diliyle hazirlanan program

yardimiyla analitik olarak elde edilmistir.
3.4.8. Diizlemine Dik Yiiklii Halde Tekil Yiik ve Moment Durumu

¢ = o gibi noktalarda dis tekil kuvvet veya moment oldugu durumda (Sekil 3.9)

gecis hesab1 ¢ > a i¢in denklem (3.66) de verilmisti.

Pb (a)
\omt{a)
\ 2

pd ‘\\ mn (a)

A

.
.
2=0
N

Sekil 3.9. Diizlemine dik yiiklii hal i¢in arada tekil yiik ve moment olmasi durumu

Bu durumda K (o) ile gosterilen siireksizlik kolon matrisi,

0
0
0
K(O() = _Pb (O() (379)
_Mn ((X)

L _Mt (O() .

seklinde elde edilir. Ayrica dis kuvvetler birden fazla n kadar olmasi halinde denklem

(3.68) seklinde yazilir.
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3.4.9. Diizlemine Dik Yiiklii Halde Yayih Yiik Durumu

Sekil 3.10. Diizlemine dik yiiklii hal i¢in arada yayil1 ylik ve moment olmas1 durumu

Eger dis yiikler siirekli yani yayili olmast durumu (Sekil 3.10) i¢in (3.68)

ifadesinde ikinci terimde toplam ifadesi yerine bir integral seklini aldigi denklem (3.69)

de ifade edilmisti.

Bu durumda k (o) ile gosterilen siireksizlik kolon matrisi,

0

0

0
—pp (@r
—m, (a)r
[ —m; () r |

k(a) =

seklinde ifadesi elde edilmis olur.

(3.80)

Her iki siireksizlik kolon matrisi ilk ii¢ satirin sifir olmas1 ¢ = o i¢in Uy, , Q, Ve

Q, degerlerinde siireksizlik olmadigi, diger satirlar ise ¢ = o baslangic sayildigi

takdirde var olan degerleri ifade etmektedir. Bunlarin yonii Sekil 3.9° da goriildigii gibi

takimi yonii esas t, n, b alinmistir.
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3.5. Tasima Matrisi Metoduna Dayal Rijitlik Matrisi Yontemi

Rijitlik matrisi yontemi, deplasmanlari bilinmeyen alarak ¢6ziim igin matris
formiilasyonu kullanir ve bu yontemin matris notasyonu ile gelistirilmis seklidir. Bu
tezde egri eksenli ¢ubuklarin eleman rijitlik matrisi elde etmek i¢in Tasima Matrisi
Yontemi kullanilacaktir. Tasima Matrisi Yontemi incelenirken kayma deformasyon
etkileri dikkate alinacaktir. Ayrica eleman rijitlik matrisi daire eksenli g¢ubuklar igin

diizleminde ve diizlemine dik durumlar i¢in ayr1 ayr ele alinacaktir.
3.5.1. Isaret Kabulii

Bunun i¢in, s6z konusu tastyici elemanin, kabul edilen biitiin serbestlik dereceleri
birer okla ve okun basi, kabul edilen isaret kabuliine gore Sekil 3.11°de pozitif yonii

gostermek lizere asagidaki sekilde verilmistir.

"
- .
e
-

e 6 \\\ ,
3 1/ _. 5%—>\A 4
SN

Sekil 3.11. Cubuk elemanlar i¢in isaret kabulii

3.5.2. Eleman Rijitlik Matrisinin Olusturulmasi

Elemana ait u¢ kuvvet, deplasman iliskileri eleman {izerinde yerel koordinat
takiminda yazilir. Sistem deplasmanlar1 ve kuvvetleri i¢in tasiyict sistem icin ortak bir
koordinat takiminin segilmesi, her bir gubuk elemani i¢in elde edilmis olan u¢ kuvvet,
deplasman iligkisinin bu ortak koordinat takiminda yazilir. Problemin bilinmeyenleri
olarak segilen diigiim noktalar1 deplasmanlart da bu ortak sistem koordinatlari
dogrultusunda alinir. Her diigiim noktasinda uygunluk ve denge kosullar1 kullanilarak,
bilinmeyen diigiim deplasmanlari, sistemin diigiim noktalarma etkiyen ve bilinen

kuvvetlerle iligskilendirilmelidir.
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Eleman rijitlik matrislerinin elde edilirken, bir diigiim noktasinda birlesen ¢ubuk
uclarinin ayn1 deplasmanlari yapacaklari kabulii kullanilmistir.

Disaridan etki eden biitiin kuvvetlerin toplaminin etkisi altinda sistemin diigiim
deplasmanlar1 hesaplanir ve bu deplasmanlardan da doniisiim formiilii yardimiyla

eleman koordinatlarinda hesaplanir.

3.5.3. Diizleminde Yiiklii Daire Eksenli Cubuklar

Ayni dogrultudaki deplasmana karsilik ayni dogrultudaki kuvvet ve kuvvet cifti
gelecek sekilde diizenlemek gerekmektedir. Egri eksenli gubuklar i¢in 6x6’ lik eleman
rijitlik matrisi elde edilecektir. Eleman serbestlik derecelerinden birine bir, digerine sifir
degeri verilerek (Sekil 3.12a-c) bulunur ve bu eleman rijitlik matrisinin ilk kolonunu

olusturmaktadir.

d1=1

Sekil 3.12. a. Eleman koordinatinda eleman u¢ deplasmanlari birim yiikleme

iucu j ucu
U=1 U=0
U,=0 U,=0
'Qb = 'Qb =0
Te = ki1 Te = kg
Tnh = ka1 T =Ks;
Mp = K31 Mp = Ke1

Sekil 3.12. b. Eleman koordinatinda eleman ug¢ deplasmanlari birim yiikleme
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iucu j ucu

Ut = 0 Ut = 0
U, = U, =

-Qb == 0 'Qb == 0
Ty =k, Ty =Ky,
T, = ky; T, =Kks;
My, = K3, My, = Kq,

-
-
A

N d3=1

Sekil 3.12. c¢. Eleman koordinatinda eleman ug deplasmanlari birim yiikleme

iucu jucu
Ut = O Ut = O
U,=20 U, =0
Q, =1 Q,=0
Ti = K3 Ti = Kau3
T, = ko3 T, =Ks3
My, = K33 My, = Kg3

3.5.4. Diizlemine Dik Yiiklii Daire Eksenli Cubuklar

Daha 6nceden diizleminde yiiklii hal i¢in yapilmis olan islemler bu kisimda da
tekrarlanir. Arada yiik olmadigindan tasima matrisinde homojen ¢éziime ait olan, (3.54)
denklemi kullanilarak kij, Kio, ..., Kes ya kadar olan eleman ug¢ kuvvetleri hesaplanir.

Boylece eleman rijitlik matrisi tiim haliyle asagidaki gibi olusturulur.

k] = 3.81
K =11, ki, ks ke kee  Kag (381)
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3.5.5. Eleman Yiik Vektoriniin Bulunmasi

Daire eksenli ¢ubuklar rijitlik matrisi yontemi ile incelenirken sadece arada yayili
yiik olmasi hali dikkate alinarak eleman yiik vektorleri hesaplanmistir. Arada tekil yik
olmasi halinde ise; tekil yilikiin bulundugu nokta yer diiglim noktasi1 olarak hesaplara
katilmistir. Eleman rijitlik matrisinde oldugu gibi eleman yiik vektorii de yine tasima

matrisi yonteminden hesaplanacaktir.

Sekil 3.13. Cubuk elemanin yiik vektoriiniin bulunmast

Arada yayili yiik veya moment olmasi durumunda (Sekil 3.13) tagima matrisi

yonteminde bu durum igin gegerli olan,

¢,

S(4,)=[F(4, - &) S(@)+ [ [F(g, - )] k() da (3.82)

&

Sinir sartlan diizleminde ytikli durumda,

0 0
0 0
0 0
S(¢1) = Ty S(¢,) = Ty (3.83)
Tni Tnj
Mpi “P=¢1 L My, b=,

ve diizlemine dik yiiklii durum i¢in,

40



S(¢1)=

seklinde elde edilir. Siireksizlik vektorleri ise diizleminde yiiklii durum igin,

k(a) =

| —my, (o) R

0

0

0
—p; (@R
~—Pn (0‘) R

1=

S(¢2)=

ve diizlemine dik yiiklii durumda,

k(a) =

| —m; (o) R |

0

0

0
—pp (@R
—my (O() R

Flo oo

(3.84)

(3.85)

(3.86)

ifadeleri bulunacaktir. Boylelikle eleman yiik vektorii diizleminde yiiklii durumda,

{f}=

—Th
_Tni
—My;

ve diizlemine dik yiiklii durumda,

(3.87)



(=] (389)

seklinde ifade edilir.
3.5.6. Sistem Rijitlik Matrisi

Eleman rijitlik matrisinden kodlama teknigi kullanilarak sistem rijitlik matrisi elde
edilmektedir.  Sistem koordinatlarinda verilen deplasmanlar eleman rijitlik
denklemlerinde yerine yazilir. Daha sonra her eleman i¢in yazilan uygunluk
denklemleri, denge denklemlerinde yerine konularak, diigiimlere etkiyen dis kuvvetler

ve deplasmanlar sistem denge denklemleri elde edilir.
3.6. Daire Eksenli Cubuklarin Serbest Titresim Analizi

Lineer bir sistemin hareket denklemi,

[M] {X} + [CI{X} + [K]{X} = {P(t)} (3.89)

seklindedir. Burada [M] sistem kiitle matrisi, [C] sistem soniim matrisi, [K] sistem
rijitlik matrisi, {X} sistem diiglim deplasmanlari, {P(t)} zamana bagh dis yiik
vektoriinii iceren matrislerdir. Eger sistemde soniim ve dis yiik yoksa, [C] = {P} = {0}

olacagindan lineer sistemin serbest titresim denklemi,
[M] {X} + [K]{X} = {0} (3.90)

halini alir. Lineer sistemin serbest titresiminde tiim diigiimler ayn1 o agisal frekansi ile

titreseceginden,

{Xl} = {ai}Sin w;t (l = 1,2,....,n) (391)
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¢oziimii yapilabilir. Burada, {a} diigiim modlarini ifade etmektedir. Bu ¢6ziimiin (3.90)

ifadesinde yerine konulmast ile

(K] — wf [M]) {a} = {0}

(3.92)

bi¢iminde standart bir 6zdeger problemi elde edilir. Bu denklemin asikar olmayan

¢Ozliimii i¢in

|[K] — w? [M]| =0

olmalidir. Burada, 4; = w?, problemin 6zdegerleri denilmektedir.

3.6.1. Kiitle Matrisi

(3.93)

Daire eksenli ¢ubuklarin rijitlik matrisinin elde edilmesi hakkinda bilgi ayrintili

bir sekilde verilmisti. Kiitle matrisini elde etmek i¢in daire eksenli ¢ubuk dogru eksenli

cubuklarin birlestirilmesi ile modellenmistir (Sekil 3.14). Kiitle matrisi ise, dogru

eksenli elemana ait tutarli kiitle matrisini kullanilarak olusturulmustur. Dogru eksenli

cubuklar i¢in eleman kiitle matrisi, diizleminde yiiklii halde,

140 0 0 70 0
0 156 22 L 0 54
pAL|l O 22L 412 0 13 L
[m] = 2=
420 | 70 0 0 140 0
0 54 13 L 0 156
L0 —-13L -312 0 -22L
ve diizlemine dik yiiklii halde,
r 156 0 —22L 54
0 140 1,/A 0 0
[m] = pAL|—22L 0 412 -—13L
420 | 54 0 —13L 156
0 70 1,/A 0 0
L 13 L 0 -31%2 22L
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seklindedir. Burada, p kiitlesel yogunluk, A kesit alani, L ¢ubuk elemanin boyunu, I,

polar atalet momentini gostermektedir.

Sekil 3.14. Daire eksenli cubuk geometrisi

Daire eksenli ¢ubugu teskil etmek amaci ile kullanilan dogru eksenli ¢ubugun

uzunlugu asagidaki ifadeler yardimi ile hesaplanmaktadir (Sekil 3.14).
L =R(A¢) (3.95a)

Eleman koordinatlarinda elde edilen rijitlik ve kiitle matrisleri asagida verilen

ifade yardimi ile

[Klxyz = [T]"[K][T] (3.96)

[m]xyz = [T]"[m][T] (3.97)

ortak takima ( X, Y, Z) doniistiirilmektedir. Doniisiim matrisi ise diizleminde ve

diizlemine dik halde ayr1 ayr1 verilmistir. Diizleminde yiiklii hal icin,

r—Sin[¢;] Cos[¢p;] O 0 0 01

—Cos[¢,] —Sin[p;] O 0 0 0

| o 0 1 0 0 0
=1 0 0 —Sin[p,] Cos[p,] O (3.982)

0 0 0 —Cos[¢,] —Sin[¢,] O

0 0 0 0 0 11
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diizlemine dik yiikli hal i¢in

1 0 0 0 0 0

0 —Sin[¢p;] Cos[¢p4] O 0 0

0 0 0 0 —Sin[¢,] Cos[¢,]
[0 0 0 0 —Cos[¢,] —Sin[¢,] ]

doniisiim matrisleri kullanilmaktadir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boliimde, daire eksenli ¢ubuklarin statik ve serbest titresim analizi iki ana
baslikta ele alinacaktir. Daire eksenli ¢ubuklarin statik ve serbest titresim analizleri
diizlemi i¢inde ve diizlemine dik yiikleme durumlar i¢in de ayr1 ayr1 incelenecektir. Bu
durumlart iceren analizleri yapabilmek amaci ile genel amagh MATHEMATICA
dilinde bilgisayar programlari hazirlanmistir. Sistem rijitlik matrisi ve sistem yiik
vektorleri rijitlik matrisi yontemine dayali tasima matrisi yontemi ile elde edilmektedir.
Daire eksenli ¢ubuklarin kiitle matrisi ise dogru eksenli gubuklara ait eleman kiitle
matrisi yardimi ile olusturulmaktadir. Tiim 6rnekler sonlu elemanlar yontemine dayali
ANSYS programi ile de ¢oziilmektedir. ANSYS ile modelleme yaparken diizleminde
yiiklii durumda BEAM3 elemani, diizlemine dik yiikleme durumunda BEAM4 elemani

kullanilmastir.
4.1. Statik Analiz

Bu boliimde diizleminde ve diizlemine dik ytikli daire eksenli ¢ubuklarin statik
analizini iceren dort farkli Ornek ele alinacaktir. Daire eksenli ¢ubuklarin kayma

deformasyonu etkisi de arastirilmaktadir.
4.1.1. Ornek 1

Diizlemi i¢inde yiiklii daire eksenli ¢ubuk problemi goz Oniine alinmaktadir
(Sekil 4.1). Daire eksenli kirise, qn = 1 t / m yayili ve P = 1 t siddetinde tekil yiik
uygulanmistir. Geometrik ve malzeme 6zellikleri, atalet momenti I, = 1/12 m4, yaricap
R = 10 m, elastisite modiilii E = 1x10° t/m? Poisson orani v = 0.3 olarak verilmistir.
Probleme ait sonuglar Cizelge 1’de verilmektedir. Eksenel ve kayma deformasyon
etkileri dikkate alinarak ANSYS programi ile farkli eleman sayilar1 ic¢in ¢oziimler
yapilmis ve elde edilen daire eksenli cubuga ait kesit tesirleri Cizelge 1°de

verilmektedir.
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Sekil 4.1. iki ucu ankastre daire eksenli kiris ve kodlama durumu

Cizelge 1. Ornek 1 i¢in sayisal sonuglar

Bu Bu
Eleman Kesit Bayhan Calim ANSYS ANSYS ANSYS ANSYS Cahsma Cahsma
No Tesirleri  (1993)  (1996) (36¢el) (72el) (144el) (270el) (Kayma (Kayma
Etkili)  Etkisiz)

Tt (1) 4.318 4.318 3.903 4113 4.216 4.264 4.318 4.323
Tn; (tm)  -6.203  -6.203 -6.472 -6.341 -6.273 -6.241 -6.203 -6.184
Mb; (tm) -19.052 -19.050 -19.08 -19.06 -19.051 -19.050 -19.052 -18.945

. Tt (1) -1.787  -1.787 -1.664 -1.726 -1.757 -1.770 -1.787  -1.806
Tnj (tm) -1.819 -1.819 -1.932 -1.877 -1.848 -1.835 -1.819 -1.825
Mb; (tm) -6.262  -6.262 -6.228 -6.253 -6.259 -6.261 -6.262 -6.218
Tt (t) 1.787 1.787 1902 1.846 1.817 1.803 1.787 1.806
Tn; (tm)  1.819 1.819 1.699 176 1.790 1.804 1.819 1.825
) Mb; (tm) 6.262 6.262 6.228  6.253 6.259 6.261 6.262 6.218

Tt (1) -2.457  -2.457 -2.407 -2.434 -2446 -2450 -2457 @ -2477
Tn; (tm) -0.682  -0.682 -0.842 -0.762 -0.722 -0.703 -0.682 -0.678
Mb; (tm)  0.438 0.438 0.475  0.449 0.443 0.441 0.438 0.488
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Cizelge 1. (Devam) Ornek 1 i¢in sayisal sonuglar

Bu Bu
Eleman Kesit Bayhan Calim ANSYS ANSYS ANSYS ANSYS Calisma Calisma
No Tesirleri  (1993)  (1996) (36¢el) (72el) (144el) (270el) (Kayma (Kayma
Etkili)  Etkisiz)

Tt (t) 2.457 2.457 2562 2511 2.484 2.470 2.457 2477

Tn; (tm)  1.682 1.682 1518 1.601 1.642 1.661 1.682 1.678
Mb; (tm) -0.438  -0.438 -0.475 -0.449 -0.443 -0.442 -0.438 -0.488

° Tt (1) -1.682  -1.682 -1.839 -1.762 -1.722 -1.703 -1.682  -1.678
Tn; (tm)  2.457 2.457 2342 240 2.429 2.442 2.457 2477
Mb; (tm) -7.177  -7.316 -7.272 -7301 -7.309 -7.310 -7.316  -7.505
Tt (1) 1.174 1.174 1267 12199 1.194 1.182 1.174 1.304
Tn; (tm)  1.675 1.675 1584  1.629 1.650 1.660 1.675 1.786
. Mb; (tm) 7.316 7.316 7272  7.301 7.309 7.310 7.316 7.505

Tt (1) -1.675  -1.675 -1.736 -1.706 -1.688 -1.680 -1.675 -1.786
Tnj (tm) 1.174 1.174 1.05 1.111 1.1398 1.153 1.174 1.304

Mb; (tm) -2.309  -2.309 -2.24 -2.278  -2.287 -2.289 -2.309 -2.688

Bu calismada bulunan sonuglarin, literatiir ve ANSYS sonuglari ile uyum ig¢inde
oldugu goriilmektedir. Cizelge 1 incelendiginde, sonlu elemanlar yontemine dayali
ANSYS program ile yiizlerce eleman alinmasi halinde ancak istenilen hassasiyette
sonuglar elde edilebilmistir. Kayma deformasyon etkisinin sonuclar1 ¢ok etkilemedigi

gorilebilmektedir.

4.1.2. Ornek 2

Diizlemi icinde yiiklii iki yarim daireden olusan iki ucu ankastre daire eksenli
cubuk problemi ele alinmaktadir (Sekil 4.2). Daire eksenli kirise, P = 1 t siddetinde tekil
yik uygulanmistir. Geometrik ve malzeme o6zellikleri, atalet momenti I, = 1/12 m*,
yarigap R = 10 m, elastisite modiili E = 1x10° t/m?, Poisson orani v = 0.3 olarak
almmistir. Probleme ait sonuglar Cizelge 2’de verilmektedir. Sonlu elemanlar
yontemine dayali ANSYS programi ile farkli eleman sayilarini iceren c¢oziimler

yapilmustir.
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Sekil 4.2. ki yarim daireden olusan daire kiris ve kodlama durumu

Cizelge 2. Ornek 2 igin sayisal sonuglar

Bu Bu
Eleman Kesit Bayhan Calim ANSYS ANSYS ANSYS ANSYS Calsma Calisma
No Tesirleri  (1993) (1996) (40el) (80el) (120el.) (240el) (Kayma (Kayma

Etkili)  Etkisiz)

Tti (t) 0.811 0.811  0.826 0.819 0.816 0.813 0.811 0.811

Tni(tm) 0227 0.230 0.165 0.197 0.208 0.219 0.227 0.230
Mbi (tm) -3.173 -3.158 -3.172 -3.162 -3.161 -3.159  -3.173 -3.158

. T (1) -0.227 -0.230 -0.292 -0.261 -0.251 -0.240 -0.227 -0.230
Tnj(tm) 0.811  0.811 0.79 0.801 0.804 0.808 0.811 0.811

Mbj (tm) -2.661 -2.652 -2.643 -2.65 -2.651 -2.652  -2.661 -2.652

Tti (1) 0.227 0.230 0.243 0.237 0.234 0.232 0.227 0.230
Tni(tm) 0.189 0.189 0.171 0.180 0.183 0.187 0.189 0.189

Mbi (tm) 2.661  2.652  2.643 2.65 2.651 2.652 2.661 2.652

? T (1) -0.189 -0.189 -0.207 -0.198 -0.195 -0.192  -0.189 -0.189
Tnj(tm) 0.227 0.230 0.214 0.222 0.225 0.227 0.227 0.230

Mbj (tm) -3.037 -3.053 -3.046 -3.05 -3.05 -3.05 -3.037 -3.053

Tti (1) -0.189 -0.189 -0.171 -0.180 -0.183 -0.187 -0.189 -0.189
Tni(tm) 0.227 0.230 0.244 0.237 0.235 0.227 0.227 0.230

5 Mbi (tm) 3.037  3.053  3.046 3.05 3.05 3.05 3.037 3.053

T (1) -0.189 -0.189 -0.207 -0.198 -0.195 -0.192 -0.189 -0.189
Tnj(tm) 0.227 0.230 0.214 0.222 0.225 0.227 0.227 0.230

Mbj (tm) 0.753  0.736  0.737 0.737 0.737 0.737 0.753 0.736

Bu ¢alismada bulunan sonuglarin, literatiir ve ANSYS sonuglari ile uyum iginde
oldugu goriilmektedir. Cizelge 2 incelendiginde, sonlu elemanlar yontemine dayali

ANSYS programi ile yiizlerce eleman alinmasi halinde ancak istenilen hassasiyette
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sonuclar elde edilebilmistir. Kayma deformasyonunun ¢ok smirli etkisi oldugu

goriilmektedir.
4.1.3. Ornek 3

Diizlemine dik yiiklii daire eksenli ¢ubuk problemi goéz Oniine alinmaktadir
(Sekil 4.3). Daire eksenli kirise, qo = 1 t / m yayili ve P = 1 t siddetinde tekil yiik
uygulanmistir. Geometrik ve malzeme Ozellikleri, atalet momentleri I, = 1/12 m4, J=
0.208 m* yaricap R = 10 m, elastisite modiilii E = 1x10° t/m?, Poisson orani v = 0.3
olarak verilmistir. Probleme ait sonuglar Cizelge 3’de verilmektedir. Eksenel ve kayma
deformasyon etkileri dikkate alinarak ANSYS programu ile farkli eleman sayilari icin
¢ozlimler yapilmis ve elde edilen daire eksenli ¢ubuga ait kesit tesirleri Cizelge 3’°de

verilmektedir.

Sekil 4.3. Yarim daireden olusan daire eksenli kiris ve kodlama durumu

Cizelge 3. Ornek 3 icin sayisal sonuglar

Bu Bu
Eleman Kesit Bayhan Cahm ANSYS ANSYS ANSYS ANSYS Cahsma Cahsma
No Tesirleri (1993) (1996) (30el.) (90el) (180el) (360el.) (Kayma (Kayma
Etkili) Etkisiz)

Thi(t) -59.595 -59.584 -50.625 -59.598 -59.595 -59.596 -59.595 -59.596
Mni (tm) 387.815 387.433 390.95 388.90 388.35 388.07 387.815 387.520
Mti (tm) -65.538 -65.470 -45536 -58.823 -62.183 -63.869 -65.538 -65.808
Thj() 59595 59584 59.629 59.598 59.595 59596 59.595  59.596
Mnj (tm) 265.441 265.362 264.67 26529 26538 26544 265441 265.363
Mtj (tm) -5.115  -4.740 -18.808 -9.693 -7.390 -6.235 -5115  -4.719
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Cizelge 3. (Devam) Ornek 3 igin sayisal sonuglar

Bu Bu
Eleman Kesit Bayhan Cahm ANSYS ANSYS ANSYS ANSYS Calisma Calisma
No Tesirleri (1993) (1996) (30el.) (90el) (180el) (360el.) (Kayma (Kayma
Etkili) Etkisiz)

Thi (t) 40.405 40416 40.371 40.402 40.405 40.404 40.405 40.404
Mni (tm) -265.441 -265.362 -265.18 -265.47 -265.47 -265.45 -265.441 -265.363
Mti (tm)  5.115 4.470 8.961 0.428 2.757 3.918 5.115 4.719

? Thj(t) -40.405 -40.416 -40.371 -40.402 -40.405 -40.404 -40.405 -40.404
Mnj (tm) -212.770 -213.060 211.09 21232 21257 212.69 -212.770 -213.143

Mtj (tm) 25.650  25.447  36.523 29.031 27.168 26.237 25295 25.430
Thi(t) -34.414 -34.614 -34.432 -34.435 -34.436 -34.436 -34.414 -34.654

Mni (tm) 212,770 213.060 213.75 21321 213.02 21291 212.770 213.143

5 Mti (tm) -25.295 -25.447 -14.258 -21.604 -23.454 -24.380 -25.295 -25.430

Thj (t) 23.942 24138 23.965 23.964 23.964 23.964 23.942 24.182
Mnj (tm) 119.746 121.301 118.81 11958 119.74 119.82 119.746 121.518

Mtj (tm) -17.662 -16.791 -23.777 -19.664 -18.624 -18.102 -17.662 -16.719

Bu calismada bulunan sonuglarin, literatiir ve ANSYS sonugclar ile uyum i¢inde
oldugu goriilmektedir. Cizelge 3 incelendiginde, sonlu elemanlar yontemine dayali
ANSYS programi ile yiizlerce eleman alinmasi halinde ancak istenilen hassasiyette
sonuglar elde edilebilmistir. Kayma deformasyon etkisinin sonuglar1 ¢ok etkilemedigi

goriilebilmektedir.

4.1.4. Ornek 4

Iki yarim daireden olusan iki ucu ankastre diizlemine dik yiiklii daire eksenli ¢ubuk
problemi ele alinmaktadir (Sekil 4.4). Daire eksenli kirise, P = 1 t siddetinde tekil ytik
uygulanmustir. Geometrik ve malzeme 6zellikleri, atalet momentleri I, = 1/12 m* J =
0.208 m* yaricap R = 10 m, elastisite modiilii E = 1x10° t/m?, Poisson orani v = 0.3
olarak verilmistir. Probleme ait sonuglar Cizelge 4’de verilmektedir. Eksenel ve kayma
deformasyon etkileri dikkate alinarak ANSYS programu ile farkli eleman sayilari icin
¢oziimler yapilmis ve elde edilen daire eksenli ¢ubuga ait kesit tesirleri Cizelge 4’de

verilmektedir.
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Sekil 4.4. iki yarim daireden olusan daire eksenli kiris ve kodlama durumu

Cizelge 4. Ornek 4 igin sayisal sonuglar

Bu Bu
Eleman Kesit Bayhan Calim ANSYS ANSYS ANSYS ANSYS Calisma Calisma
No Tesirleri (1993) (1996) (40) (120) (240) (360) (Kayma (Kayma
Etkili) Etkisiz)

Thi (t) -0.807 -0.807 -0.807 -0.807 -0.807 -0.807 -0.807 -0.807

Mni (tm)  7.869 7.869 8.203 7.985 7.928 7.908 7.869 7.869
Mti (tm)  -4.543 -4.545  -3.922 4337 4.441 4.475 -4.544  -4.545

. Thj() 0807 0.807 0.807 0807 0807 0.807 0.807  0.807
Mnj(tm) 3524 3523 3522 3527 3526 3525 3524  3.523

Mtj (tm) 0199 0199 0076 0107 0153  0.168  0.199  0.199
Thi() 0193 0193 0193 0193 0193 0193 0193  0.193
Mni(tm) -3.524  -3.523  -3.491 3517 3521 3522  -3524  -3523

Mti (tm) -0.199  -0.199 0476 0.291 0245 023  -0.199  -0.199

’ Thj() -0.193 -0.193 -0.193 -0.193 -0.193 -0.193 -0.193  -0.193
Mnj (tm) -2.131  -2.131  -1.999 -2.089 -2.11  -2.117 2131 -2.131

Mt (tm) 1592 1592 1750 1.646  1.619  1.61  1.592  1.502
Thi() 0193 0193 0193 0193 0193 0193 0193  0.193
Mni(tm) -2.131  -2.131  -2.248 -2.172 -2.152 -2.145 2131  -2.131

; Mti (tm) 1592 1592 1416 1535 1563 1573 1592  1.592

Thj() -0.193 -0193 -0.193 0193 0193 0193 -0.193 -0.193
Mnj (tm) -2.131  -2.131  -2.302 -2.189 -2.161 -2.151 -2.131  -2.131
Mt (tm) -2.273 2272 -2.096 -2.216 -2.245 2254 -2.273  -2.272

Bu calismada bulunan sonuglarin, literatiir ve ANSYS sonugclar ile uyum iginde
oldugu goriilmektedir. Cizelge 4 incelendiginde, sonlu elemanlar yontemine dayali
ANSYS programi ile yiizlerce eleman alinmasi halinde ancak istenilen hassasiyette
sonuglar elde edilebilmistir. Kayma deformasyon etkisinin sonuclart ¢ok etkilemedigi

goriilebilmektedir.
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4.2. Serbest Titresim Analizi

Daire eksenli c¢ubuklarin serbest titresim analizi incelenecektir. YoOntemin
gecerliligini test etmek amaci ile literatiirdeki mevcut ornek ve farkli parametrik
durumlart incelenmistir. Serbest titresim frekanslari, (4.1) ifadesi yardimi ile boyutsuz

hale getirilmektedir.

5=wR? P2 (4.1)
El

Burada, p kiitlesel yogunluk, @ agisal frekans, @ ise boyutsuz frekanstir.
4.2.1. Ornek 5

Diizlemin iginde iki ucu ankastre daire eksenli ¢ubuk problemi g6z Oniine
almmaktadir (Sekil 4.5). Daire eksenli cubugun farkli merkez acilarini iceren (© = 30°,
40°, 60°, 80° 100° 120° 140° 160° ve 180° boyutsuz halde ilk ii¢ serbest titresim
frekanslar1 hesaplanmistir. Probleme ait boyutsuz serbest titresim frekanslar1 Cizelge

5’de verilmektedir.

Sekil 4.5. iki ucu ankastre daire eksenli gubuk

Cizelge 5. Iki ucu ankastre daire eksenli gubugun boyutsuz serbest titresim frekanslar

Tseng ve ark. C&L Tseng ve Bu
©  Mod (3997) (1995) (g'g‘%) ANSYS  Calsma
1 222.37 : : 22102 22131
30 2 403.08 : i 27973 279.88
3 i i i 46409 46505
1 123.98 i i 12354 123.64
40 2 225.96 : : 20832  208.54
3 : : i 33837 33855
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Cizelge 5. (Devam) Iki ucu ankastre daire eksenli cubugun boyutsuz serbest titresim
frekanslari

Tseng ve ark. C&L Tseng ve Bu
o Mod (19997) (1995) (fg;) ANSYS  Cansma
1 53.740 - - 53.653 53.673
60 2 99.458 - - 98.163 98.225
3 - - - 178.58 178.77
1 20.218 - - 29.191 29.196
80 2 55.195 - - 54.937 54.957
3 - - - 99.450 99.512
1 17.926 17.915 17.925 17.915 17.918
100 2 34.721 34.641 34.675 34.641 34.650
3 - 62.786 62.878 62.784 62.810
1 11.848 - - 11.843 11.844
120 2 23.613 - - 23.582 23.586
3 - - - 42.890 42.902
1 8.232 - - 8.229 8.230
140 2 16.929 - - 16.913 16.917
3 - - - 30.926 30.932
1 5.927 - - 5.926 5.927
160 2 12.604 - - 12.597 12.598
3 - - - 23.191 23.194
1 4.384 - - 4.384 4.384
180 2 9.652 . - 0.648 9.649
3 - - - 17.913 17.915

Bu calismada elde edilen sonuglarin, literatiirde fakli yontemlerle elde edilen
sonuglar ve ANSYS sonuclart ile uyumlu olduklari goriilmektedir. Cizelge 5
incelendiginde, daire eksenli ¢ubugun ac1 degeri arttikca serbest titresim frekanslar

azalmaktadir.

4.2.2. Ornek 6

Diizlemi i¢inde iki ucu sabit mesnetli daire eksenli ¢ubuk problemi gbz Oniine
alinmaktadir. Daire eksenli cubugun farkli merkez acilarini igeren (© = 30°, 40°, 60°,
80°, 100° 120° 140° 160° ve 180°) boyutsuz halde ilk ii¢ serbest titresim frekanslar
hesaplanmistir. Probleme ait boyutsuz serbest titresim frekanslar1 Cizelge 6’da

verilmektedir.
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Cizelge 6. Iki ucu sabit mesnetli daire eksenli ¢ubugun boyutsuz serbest titresim
frekanslari

Tseng ve ark.

(3] Mod (1997) ANSYS Bu Calisma
1 141.53 141.16 141.28
30 2 305.68 268.97 269.17
3 - 372.680 373.17
1 78.558 78.439 78.479
40 2 171.16 167.27 167.40
3 - 319.69 320.27
1 33.626 33.603 33.611
60 2 75.081 74.743 74.770
3 - 141.21 141.38
1 17.964 17.956 17.959
80 2 41.468 41.396 41.405
3 - 78.523 78.559
1 10.776 10.774 10.774
100 2 25.925 25.903 25.905
3 - 49.499 49.512
1 6.927 6.926 6.926
120 2 17.496 17.489 17.489
3 - 33.755 33.758
1 4.653 4.653 4.653
140 2 12.429 12.427 12.426
3 - 24.283 24.284
1 3.218 3.218 3.218
160 2 9.155 9.154 9.153
3 - 18.158 18.157
1 2.267 2.267 2.267
180 2 6.923 6.924 6.923
3 - 13.976 13.975

Bu calismada elde edilen sonuglarin, literatiirde fakli yontemlerle elde edilen
sonuglar ve ANSYS sonuclar1 ile uyumlu olduklart goriilmektedir. Cizelge 6
incelendiginde, daire eksenli ¢ubugun ag¢1 degeri arttikga serbest titresim frekanslari

azalmaktadir.
4.2.3. Ornek 7

Diizlemi iginde ve diizlemine dik iki ucu ankastre daire eksenli ¢ubuk problemi

g0z Oniine alinmaktadir. Daire eksenli kirisin merkez agis1 (©) 60, 120 ve 180 derece
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olarak almmustir. Geometrik ve malzeme o6zellikleri, kesit alant A = 4x10™ m?
elastisite modiilii E = 2.11x10" t/m?, kiitlesel yogunlugu p = 7850 kg/m®, Poisson orani
v = 0.3, a, = ap = 1.1 olarak verilmistir. Problemin ¢6ziimiinde iki farkli narinlik orani
(A) kullanilmistir. Probleme ait boyutsuz halde serbest titresim frekanslar1 diizlemi
icinde hal i¢in Cizelge 7°de ve diizlemine dik yiiklii hal i¢in Cizelge 8’de verilmektedir.
Narinlik oran1 agagidaki ifade yardimiyla hesaplanmaktadir.

D

Burada, d ve D sirasiyla, ¢ubuk Kkesitinin ¢api ile daire eksenli gubugun ¢apini ifade

etmektedir.

Cizelge 7. Boyutsuz serbest titresim frekanslari (Diizlemi iginde)

c o e M Yo o
1 23.750 23.799 23.787 23.970
2 39.050 39.144 39.125 39.711
60 3 62.380 62.976 62.956 63.393
4 70.710 71.042 71.018 72.994
1 10.610 10.629 10.623 10.681
2 15.190 15.194 15.187 15.259
20 120
3 24.720 54.756 24.744 25.042
4 30.470 30.598 30.589 30.906
1 4151 4.160 4,158 4.166
2 8.542 8.546 8.541 8.584
180 3 15.460 15.481 15.474 15.631
4 17.910 17.921 17.915 17.997
1 52.820 52.830 52.789 52.923
2 76.010 76.018 75.994 76.122
60 3 117.90 117.92 117.86 118.30
4 171.10 171.19 171.07 172.31
1 11.790 11.791 11.783 11.795
2 23.250 23.252 23.236 23.272
100 120
3 42.370 42.376 42.346 42.447
4 61.430 61.440 61.402 61.584
1 4.374 4.375 4.372 4.375
2 9.603 9.603 9.597 9.607
180 3 17.810 17.810 17.799 17.823
4 27.200 27.218 27.201 27.249
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Cizelge 8. Boyutsuz serbest titresim frekanslar1 (Diizlemine dik)

Irie ve Yildirim Howson Kang ve Tiifekgi ve Bu
A 6 Mo ark. (1997) ve ark. ark. ark. ANSYS calisma
(1982) (1999) (1995) (2006)

1 16.880 16.744 16.743 16.744 16.744 16.874 16.832

60 2 39.700 39.670 36.921 - 36.946 39.701 39.901
3 40.900 40.350 40.449 - 40.451 40.913 41.04

1 4.309 4.300 4.282 4.283 4.283 4.306 4.419

20 120 2 11.790 11.738 11.690 - 11.691 11.788 11.991
3 22.500 22.333 22.045 - 22.054 22.497 22.397

1 1.791 1.789 1.776 1.777 1.777 1.789 1.862

180 2 5.032 5.022 4.981 - 4.982 5.029 5.268
3 10.230 10.194 10.133 - 10.134 10.225 10.489

1 19.450 19.450 19.401 19.402 19.402 19.438 19.693

60 2 54.100 54.100 54.029 - 54.030 54.105 54.401
3 105.690 105.690 105.650 - 105.648 105.776 105.685

1 4.473 4.473 4.451 4.452 4.451 4.469 4.604

100 120 2 12.890 12.888 12.826 - 12.826 12.881 13.239
3 26.080 26.069 26.988 - 25.989 26.059 26.489

1 1.818 1.818 1.804 1.805 1.804 1.817 1.894

180 2 5.242 5.241 5.198 - 5.198 5.237 5.506
3 10.990 10.987 10.917 - 10.918 10.980 11.374

Bu caligmada elde edilen sonuglarin, literatiir ve ANSYS sonuglart ile uyumlu
olduklart goriilmektedir. Cizelge 7 ve Cizelge 8 incelendiginde, daire eksenli ¢ubugun
ac1 degeri arttikca serbest titresim frekanslar1 azalmakta olup narinlik orani arttikga ise

serbest titresim frekanslar1 artmaktadir.
4.2.4. Ornek 8

Diizlemine dik halde bir ucu ankastre diger ucu serbest daire eksenli ¢ubuk
problemi goz Oniine alinmaktadir. Daire eksenli ¢ubugun merkez acis1 180° olarak
alinmistir. Geometrik ve malzeme 6zellikleri, dairenin yaricapt R = 0.305 m, kesit alan1
A = 1.1718x10™ m?, elastisite modiilii E = 68.13x10° N/m?, kiitlesel yogunluk p = 7850
kg/mS, Poisson oran1 v = 0.33, a, = op = 1.2, atalet momentleri |; = 1.22x10° m* 1, =
3.4882x10° m* Iy = 3.75367x10° m* olarak verilmistir. Probleme ait ilk dort serbest

titresim frekanslari Cizelge 9’de verilmektedir.
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Cizelge 9. Serbest titresim frekanslari (rad/s)

Tabarrok Tabarrok y, 4 . vildirim Bu

Mod ve ark. ve ark. ANSYS
(1988) (Deneysel) (19%)  (1997) Calisma

1 59.60 56.00 S54.77 54.80 54.938 54.950
2 - - 262.63 263.93 267.42 267.49
3 - - 946.32 953.24 963.34 963.53
4 - - 2325.78 2341.78 2351.04 2351.17

Bu calismada elde edilen sonuglarin, literatiir ve ANSYS sonuglar ile uyumlu

olduklar1 goriilmektedir.

58



5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu c¢alismada, lineer elastik, homojen ve izotrop malzemeden yapilmis daire
eksenli ¢ubuklarin statik ve dinamik davranislar1 incelenmistir. Timoshenko Kkiris teorisi
kullanilarak elde edilen uzaysal egri eksenli ¢ubuklarin statik davranisini idare eden
denklemler daire eksenli ¢ubuklar i¢in tekrar diizenlenmistir. Formiilasyonda, eksenel
ve kayma deformasyonu etkileri goz oniine alinmistir. Uzaysal egri eksenli gubuklarin
statik davranisi i¢cin denge denklemleri, biinye denklemleri ve uygunluk sartlarindan
dort adet vektorel denklem elde edilmistir. Bunlar, hareketli koordinat takimindaki
bilesenlerine ayrildiginda birinci dereceden on iki diferansiyel denklem bulunmaktadir.
Bunlarin altis1 diizlemi icinde, altist diizlemine dik olarak iki gruba ayrildiklari
goriilmektedir.

Daire eksenli gubuklarin statik ve dinamik analizleri, rijitlik matrisi yontemine
dayal1 tagima matrisi ile ¢oziilmiistiir. Sistem rijitlik matrisi, daire eksenli gubuklara ait
tasima matrisi kullanilarak elde edilmistir. Sistem kiitle matrisi ise, dogru eksenli
elemana ait tutarl kiitle matrisini kullanilarak olusturulmustur. Boylece, daire eksenli
cubuklarin serbest titresim frekanslari, 6zdeger problemi ¢oziilerek elde edilmistir.

Daire eksenli cubuklarin statik ve dinamik analizleri i¢in diizleminde ve
diizlemine dik yiiklii literatiirde mevcut drnekler ele alinmistir. Ayrica, sonlu elemanlar
yontemine dayali ANSYS programi ile de c¢oziilerek karsilastirmalar yapilmistir.
Problem, ANSYS programinda dogru eksenli ¢ubuklarla olusturulmaktadir. Statik
analiz i¢in problem 3-4 elemanla modellenirken ANSY'S programinda ¢ok fazla sayida
elemanla modellenmistir. Istenilen hassasiyette sonu¢ elde edebilmek igin ANSYS
programinda yiizlerce elemanla modellemek gerekmistir.

Dinamik analiz durumunda, kiitle matrisi dogru eksenli ¢ubuklar yardimai ile elde
edilmesinden dolay1 problem fazla sayida elemanla tanimlamak daha uygun olmaktadir.
Bu calismada elde edilen serbest titresim frekanslari, literatiirde farkli yontemlerle elde
edilen sonuglar ve ANSYS sonuglarinin uyumlu olduklar1 goriilmektedir. Daire eksenli
cubugun merkez agisi arttikca serbest titresim frekanslar1 azalmakta, narinlik orami

arttikca serbest titresim frekanslar1 artmaktadir.
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EK 1. Kayma etkisini i¢eren diizleminde yiiklii hal i¢in tasima matrisinin sifirdan

farkli elemanlarz;

I:11 = l:22 = F44 = I:55 = COS[X]

R[(Clm +CLJ x Cos[x] (_ Clnn +L] Sinfx] + R2(2x+ xCos[x]—3Sin[x])j

Dbb

R3(—1+ Cos|x]+ 1y Sin[x J
1( 1 1 . 2
F15=§( +—JRxSm[x]+ 5

bb

nn tt

F,; = —F. = R Sin[x]

\ .
= _l( 1 +ij R x Sin[x] R%(~2+2Cos[x]+ x Sin[x])
2 Cnn tt 2 Dbb
R((c, D, +C,, (D, +C, R?))x Cos[x] (C, Dy, +Cyy (Dyy + C, R?))Sin[x])
Fs = 2C _C, D
nn ~tt bb
R?(-1+ Cos|x
Fzs _F35 = ( D [ ])
bb
F33 = F66 =1
R x
Fo=—=
36 Dbb
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EK 2. Kayma etkisini icermeyen diizleminde yiiklii hal i¢in tagima matrisinin

sifirdan farkli elemanlari;

I:11 = l:22 = F44 = I:55 = COS[X]

T

=—Fu=Fs=-F,= Sin[x]
F,=F,, =R—-RCos[x]

_ R¥2x+xCos[x]-3Sin[x])

FE —
14 2 Dbb
£ R%(= 2+ 2 Cos[x]+ x Sin[x])
15 — 2 Dbb
R?(x — Sin{x
F16 = I:34 = ( [ ])

F,; = —F. = R Sin[x]

R%(2 —2 Cos[x]- x Sin[x])

F =

24 2 Dbb
. R*(x Cos|x]- Sin[x])

25 — °D

bb
R?(—1+ Cos|x
Fpe =—Fy = ( D [ ])
bb
Fis=Fe =1
R x

FE =——=

36 Dbb
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EK 3. Kayma etkisini i¢eren diizlemine dik yiiklii hal i¢in tasima matrisinin

sifirdan farkli elemanlari;

_ 2Dpp R (D + Cypp R?) x + Cpp, (D + Dye) R%x Cos[x] — Cpp, (3 Dpp + D) R® Sin[x]
2 Cbb Dnn Dtt

R?(—2Dyp + 2 Dy, Cos[x] + (Dyy + Dyp) x Sin[x])
2 Dpp Dyt

Fis = —Fyy = —

(Dyn + D) R%(x Cos[x] — Sin[x])
2 Dpp Dyt

Fig = F34 = —

Fy; = F33 = Fs5 = Fge = Cos|x]
—Fy3 = F3, = —F56 = Fgs = Sin[x]

_ R ((Dnn + Dtt) X COS[X] + (_Dnn + Dtt)Sin[x])
2 2 Dyp Dt

(Dpn + Dit) R x Sin[x]
2 Dnn Dtt

F35 = —Fy6 =

— R ((Dnn + Dtt) X COS[X] + (Dnn - Dtt) Sin[x])
56 2 Dy Dyt
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EK 4. Kayma etkisini icermeyen diizlemine dik yiiklii hal i¢in tagima matrisinin

sifirdan farkli elemanlari;

D =Dy /Dyp;

F12 = _F54 = _R Sln[X]
F13 == F64 == R - R COS[X]

R3(2x+ (1 + D) x Cos[x] — (3 + D)Sin[x])

F,, =
14 2 Dtt
R? (=2 + 2 Cos[x] + (1 + D) x Sin[x])
Fig=—F, =—
2D Dy,
(1 + D) R?(x Cos[x] — Sin[x])
Fig = F34 = —

2 Dyt
Fy; = F33 = Fs5 = Fgg = Cos|[x]
—Fy3 = F3, = —F56 = Fgs = Sin[x]

_R ((1+ D) x Cos[x] + (—1 + D) Sin[x])
25 2D D,

P - _F _ (1+ D) R x Sin[x]

_ R((1+ D)x Cos[x] — (=1 + D)Sin[x])
36 = 2 Dy,
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