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OZET

BAZI BiYOLOJIK MODELLEMELERDE FARK DENKLEMLERININ KULLANIMI VE
DENKLEMLERIN KARARLILIGI

Bu tezde diferansiyel denklemler ve fark denklemlerinin bazi biyolojik
modellemelerde kullanilmasi ve kararliliklar1 incelenmistir.

Calisma dort boliimden olusmustur. Ik boliimde genel tanimlara ve onceki
calismalara deginilmistir. ikinci boliimde temel tanim ve teoremler verilmis, 6rneklerle
desteklenmistir. Ugiincii boliimde kararlilik teorisi, diferansiyel ve fark denklemlerinde
kararlilik konular1 yer almistir. Dordiincii boliimde ise fark denklemlerinde de Wit
modeline dayanan iki bitki tiirti rekabetinin kararlilik sartlar1 belirlenmis, diferansiyel
denklemlerde ise sinirli bir alanda bulunan ve yiyecek rekabeti olan iki tiir i¢in lojistik
denklem yardimiyla matematiksel modelleme olusturulmasi ve bazi sabitler i¢in modelin
kararlilik kriterleri incelenmistir.

2020, 58 sayfa

Anahtar Kelimeler: Fark denklemleri, matematiksel biyoloji, kararlilik, diferansiyel
denklemler, iki tiir rekabeti



ABSTRACT

USE OF DIFFERENCE EQUATIONS AND STABILITY OF EQUATIONS IN
SOME BIOLOGICAL MODELING

In this thesis, the use of differential equations and difference equations in some
biological models and their stability are examined.

The study consists of four chapters. In the first part, general definitions and
previous studies are mentioned. In the second chapter, basic definitions and theorems are
given and supported with examples. In the third part, stability theory, stability of
difference equations and stability of differential equations are given. In the fourth
chapter, stability conditions of two plant species competitions based on de Wit model
were determined in difference equations and in differential equations mathematical
modeling was created for two species in a limited area with food competition and the
stability criteria of the model for some constants were examined.

2020, 58 pages

Keywords: Difference equations, mathematical biology, stability, differential equations,
competition of two species



TESEKKUR

Bu tez konusunun belirlenmesinde, arastirilmasi ve yazimi sirasinda sahip oldugu
bilgi birikimi ve tecriibesi ile ¢alismay1 yonlendiren ve her tiirlii yardimi esirgemeyen
saygideger danisman hocam Hakan YETISKIN’e sonsuz saygi ve tesekkiirlerimi
sunarim.

Tez galismam siiresince bana hep destek olan ve yardimlarini esirgemeyen aileme

¢ok tesekkiir ederim.
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1.GIRIS

Matematik her zaman gelisen bilimlerle olan iliskisinden faydalanmistir.
Biyomedikal bilim agik¢a Ongoériilebilir gelecegin en onemli bilimidir. Matematiksel
biyoloji, acik¢a tanimlanmamis olsa da siiratle biiyliyen, iyi taninan bir konudur ve
matematigin en heyecan verici modern uygulamasidir. (Murray,2002) Matematiksel
biyoloji, biyolojik problemleri tanimlamak ve ¢6zmek i¢in matematik modellerin ingasi
ile ilgili disiplinler aras1 bir daldir. Biyolojik sistemler biyolojik bir isleme dahil olan olas1
mekanizmalarin ve verilerin eksikligini-geligkilerini ortaya ¢ikarmaya yardimci olmak,
test edilmemis kosullar altinda sistem performansini tahmin etmek, deneysel olarak
erisilemeyen parametrelerin degerleri hakkinda bilgi vermek, yeni hipotezler iiretmek
amactyla matematiksel formiilasyonla modellenirler. (Jackson, 2005) Matematiksel
modellemeler i¢in ise siklikla diferansiyel denklemler veya fark denklemleri
kullanilmaktadir. Fark denklemleri zaman1 sabit (ayrik) araliklarla degerlendirmenin
dogal oldugu biyolojik olaylar1 tanimlamak i¢in kullanilirken diferansiyel denklemler
degiskenlerdeki sonsuz kiigiikk degisimleri dikkate almasi agisindan siirekli olan
durumlarda tercih edilir. Bu ¢alismada biyolojik modellemelerde sik¢a kullanilan fark

denklemleri, diferansiyel denklemler ve kararlilik kriterleri incelenecektir.



2. ONCEKI CALISMALAR

1202’ de Pisa Leonardo tarafindan yazilan bir egzersiz biiyliyen tavsan popiilasyonu
i¢cin matematiksel model olusturuyordu. Bu modelin ¢6ziimii i¢in olusturulan denklem ise
f(n+1)=f(n)+ f(n—1) seklinde oldugundan, fark denklemi ile modellendigini
sOyleyebiliriz. Biyolojik sistemleri modellemede diferansiyel denklemlerin kullanim1 da
yaygindir. Buna 6rnek olarak 1798’ de sinirsiz niifus artisinin savas, kitlik veya salgin

hastalik ile kontrol edilecegini sdyleyen Malthus

N _ hbN — dN
dt

b(t) = dogum sayisi, d(t) = oliim sayisi,
1838°de popiilasyon ¢ok biiyiidiiglinde kendini sinirlayan siirecin etki ettigini ileri

suren Verhulst

dN N
E:T'N(l—g)

ve 1926 yilinda Adriyatik denizinde av-aver modelini agiklamaya c¢alisan Lotka-

Volterra

dx dy
Fri x(a— bJ’):E =y(cx —d)

x = av popiilasyonu ,y = avci popiilasyonu ,a, b,c,d € R*
modellerini gosterebiliriz. (Murray, 2002)

Fark denklemlerin ortaya ¢ikisi diferansiyel denklemlere gore daha erken donemde
olsa da yapilan calismalar son yillarda agirlik kazanmistir. Belki de bu biiytik 6lcilide
diferansiyel denklemlerin yaklasik fark denklemi formiilasyonlar: kullanilarak ¢oziildiigi
bilgisayarlarin ortaya c¢ikmasindan kaynaklanmaktadir (Agarwal, 2000). Fark
denklemleri ile ilgili yapilmis olan bazi ¢alismalar1 asagidaki gibi siralayabiliriz.

Temel lineer fark denklemleri teorisi on sekizinci ylizyillda de Moivre, Euler,
Lagrange, Laplace ve digerleri tarafindan gelistirilmistir. Ilk énce Fibonacci denklemini
¢ozmek i¢cin de Moivre tarafindan kullanilan iiretici islevler, olasilik teorisindeki
calismalarinin bir parcasi olarak Laplace tarafindan kullanildi. Rasyonel katsayili
dogrusal fark denklemlerinin ortaya ¢ikisi 1882 Poincare’e dayanmaktadir. Poincare
asimptotik seri kavramini formiilize ederek uygun kosullar altinda bir ¢6zlimiin ardisik
degerlerinin oraninin karakteristik koke yaklagsmasi gerektigini gostermistir. Asimptotik

teorisi 1930’larda Birkhoff ve 6grencileri tarafindan belli bir biitlinliige getirilmistir.



(Leipholz, H. ve ark., 2003). Kelley W. G. ve Peterson 1991 fark denklemlerini temel
analiz ve lineer cebir kullanarak incelemislerdir. Ayrica Elaydi (2005) lineer fark
denklemlerini ayrintiyla inceleyip c¢oziimlerin asimptotikligi {izerine ¢alismalar
yapmustir. Allen (1990) kitabinda bazi biyolojik olaylarin matematiksel modelleri tizerine
durup fark denklemleri ve diferansiyel denklemleri, bu denklemlerin ¢6ziimlerinin
davranigin1 ve kararliligini incelemistir. Fark denklemlerini inceleyen baslica Tiirkce
kitaplar arasinda Akin ve Bulgak (1998), Bereketoglu ve Kutay (2012), Soykan ve ark.
(2017) sayabiliriz.

Diferansiyel denklemler en temel anlamda bilinmeyen fonksiyonu ve tiirevlerini

iceren denklemlerdir. lIsaac Newton (1642-1727) birinci dereceden diferansiyel

denklemleri ti¢ forma gore (Z—Z =f (X),z—z =f (}’),Z—z = f(x,y)) smiflandirmistir.

Gottfried Leibniz (1646-1716) iyi matematiksel gosterimin giiciine inantyordu, Z—Z tiirev

notasyonunu ve integral isaretini kullandi. 1691°de degiskenlerin ayrilma metotlarini,
homojen denklemlerin ayrilabilir olanlara indirgeme yontemlerini ve birinci mertebeden
lineer denklemleri ¢6zme prosediiriinii kesfetti. Bernoulli kardesler analizin yardimiyla
mekanikteki birgok problemi diferansiyel denklemler seklinde formiilize ederek ¢ozdiiler.
On sekizinci yiizy1lin en biiyiik matematikg¢isi Leonhard Euler (1707-1783), Bernoulli'nin
ogrencisiydi. Diger seylerin yani sira Euler, birinci dereceden diferansiyel denklemlerin
kesinligi i¢in kosulu tanimladi, integral teorisini gelistirdi ve sabit katsayili lineer

homojen denklemlerin genel ¢6ziimiinii verdi. (Nisa 2014 ; Boyce ve Diprima’dan, 2001).



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1 Materyal

3.1.1 Temel Kavramlar

Operator f:7Z — R bir fonksiyon ise f € S(Z)
9:Ny = R tanimliise g € S(N,) diyelim.
Bir x(n) fonksiyonunu yeni bir y(n) fonksiyonuna gotiiren fonksiyona operator
veya doniisiim denir.
A =S(Z) yadaA = S(Ny) olmak iizere bir T: A — A operatorii her x,y € A igin
Tx+y)=Tx)+T(y) ve
Vx € A,c €R icin T(cx) = cT(x)

kosullarini saglayan T operatoriine lineer operatdr denir.
3.1.1.1 A-E-1 Operatorlerinin Tanim

Delta Fark Operatorii: A Fark operatorii: (Ax)(n) = x(n + 1) — x(n)
E:S(Z) - S(Z) Oteleme Operatorii: (Ex)(n) = x(n + 1)
I Ozdeslik Operatérii: (Ix)(n) = x(n) seklinde tanimlanir.

3.1.1.2 A Operatoriiniin Baz1 Ozellikleri

A-E-I operatorlerinin tanimlarina gore A= E — [ esitligi yazilabilir.
A fark operatorii, E 6teleme operatorii ve | birim operatorleri lineerdir.
E 6teleme operatorii icin EX¥x(n) = x(n + k) oldugu soylenebilir.
A*x(n) esitini bulmak i¢in ise A= E — I 6zdesliginden yararlanalim.

Afx(n) = (E — D*x(n)
Aex(n) = T (=) (’l‘) E¥~ix(n)

Aex(n) = o (~1)! (lf) x(n + k — i). ( Elaydi, 2005)



Teorem 3.1.1. (Kutay, 2010)
A Fark operatorii ve E 6teleme operatérii olmak tizere Vk,l € Z* i¢in
a) A¥(A(x(n)) = AF*Hix(n)

b) A(x(M)y(n)) = y(m)Ax(n) + x(n + 1)Ay(n)

x(n)\ _ ym)Ax(n)-x(n)Ay(n)
c) A (y(n)) o y(m)y(n+1)

Ispat

a) Ak(Al(x(n)) = AkAY(x(n)) = A**Hix(n)

b) A(x(m)y(m))=x(n+1)y(n+1)—x(n)y(n)
=x(n+1)y(n+1)—x(m)y(n)—x(n+1)y(n)+x(n+1)y(n)
=[x(n+1)—x(M)]y(m)+x(n+1)[y(n+1)=y(n)]

=y(m)Ax(n)+Ex(m)Ay(n)
9 A (x(n)) _ x(n+1)  x(n) s x(n+1)y(m)-y(n+1)x(n)
y(m) y(n+1)  y(n) y(n+1)y(n)
_ x4+ Dy —ym + Dx(@) —y()x(®) + ym)x(n)
y(n+1Dy(n)
_lx(n+ 1) —xm]y(m) —x(m)ly(n + 1) — y(m)]
ymy(n+1)
_ AX(“)yy(gz); ;‘(:;)AY(H) (Kutay, 2010)
Ornek 3.1.1.
Asecnn degerini hesaplayalim.
1 1

secrt(ntl) —sectn = -
costt(n+1) cosmn

1 1

cosmncosm—sinmnsinm CcoSsTn
1 1
(—cosmn) cosmn

=—2secmn
Teorem 3.1.2. k. dereceden bir p(n) = agn® + a;n*1+--+a,  polinomunun k.
dereceden fark operatoriiniin islemi sonucu sabit, k + 1. dereceden isleminin sonucu
stfirdir. (Kutay, 2010)
A*P(n) = a,. k!
AM*'P(n) =0 i>0



Ornek 3.1.2. P(n) =2n3—6n+2 polinomunun 4. basamaga kadar farklarim
hesaplayalim.

AP(n) = 6n® + 6n — 4

A’P(n) =12n+6

AP(n) =6

A*P(n) =0

3.1.1.3 E Oteleme Operatorii Cinsinden k’inc1 Dereceden Polinomunun Sonucu

Teorem 3.1.3. k’inc1 dereceden p(E)= agE* + a,E¥ + -+ + a; polinomu E dteleme
operatorii cinsinden verilsin.  ag# 0, ag,aq,...,ay € R. Bu durumda r € R olmak
tizere p(E) r* = rrp(r) ve V f(x) fonksiyonu icin p(E)(r*f(n)) = r*p(rE)f(n)’dir.
Ornek 3.1.3. E 6teleme operatorii olmak iizere (4E? + 2E + 4)3 islemini yapalim.
p(E)=4E? + 2E +4 ve = 3n
alinirsa,
(4E? + 2E +4) 37=3n (4.3 +2.3 +4) = 46. 3n

seklinde bulunur.

3.1.1.4. A Ters Fark Operatorii

nzn i¢cin AF(n) = f(n) olsun. Bu durumda n >n, icin A™'f(n) = F(n) +c¢

seklinde tanimlanan A™1 operatdriine ters fark operatorii ve F(n) fonksiyonuna da f(n)’nin
ters farki denir. (C keyfi sabit) (Kutay, 2010)
Teorem 3.1.4. (Soykan ve ark., 2017)
f(n) fonksiyonunun ters farki A= f(n) = ¥4 £ (i) seklinde tanimlidar.
Ispat
A (B, X(D) = Xy x(0) — X5 x(D) = x(m) + X5, x(D) — X5, x(@) = x(n)
n( i=ng x(l)) = x(n) esitliginin her iki tarafina ters fark operatorii uygulanirsa
(ny=0 ve x(i)= f(n) alinirsa)
AT f(n) = B, () +c
bulunur. (Soykan ve ark., 2017)



Ornek 3.1.4.
1) A=¢
2) Al=n+c

3) A™lg" = (aa__"l) + cn €Ng, a#1 Ornekleri incelenirse,

1) Aa=0
A0 = a + ¢; = colarak alinirsa
A0 =c bulunur.

2) An =n +1-n =1 oldugundan
A1 =n+ colarak bulunur.

3) Aar=al-ar=ar(a-1)

aTl
—1) = a™ bulunur.

A’nin lineerligi kullanilirsa A(

Bu nedenle A‘la”=%+c n€No, a+#l

Ornek 3.1.5. 5™’ nin ters farki hesaplanirsa
A15" = iS" + ¢ bulunur.

cos(an+b—5)

——2+ ¢ n €Ny, a#2km oldugunu gosterelim.
—ZsmE

Ornek 3.1.6. Alsin (an +b) =
Acos (an + b) = —2$in§sin (an +b+ %) burada b = b —% alinirsa;
A cos (an +b— g) = —2sin=sin (an+b — 24 E)

2 2 2 2

A cos(an+b—%)

il = sin(an + b)
—ZSini

cos(an+b—g)

——2- + ¢ (Kutay, 2010)

_1 . _
A~'sin(an + b) = peyem

Ornek 3.1.7 2.3™ + e3" fonksiyonunun ters farkini tanim yardimiyla hesaplayalim.

n-1 n-1 n-1
AT1(2.3" +e3) = Z(z. 31 +e%) = Z'Z 3"+ Z(e3)i
i=0 i=0 i=0
1-3"  1-e3  ,, e
2.1—_3 tTs = 3 —atce (Kutay, 2010)



3.2. YONTEM
3.2.1. Fark Denklemleri
3.2.1.1. Temel Tanim ve Sonuclar

Tamm 3.2.1. Fark Denklemi: t e N ve x bilinmeyen fonksiyon olmak tizere
fxt+k),x(t+k—1),.,x(t+1),x(t),t) =0 (3.1)

esitligine k. basamaktan fark denklemi adi verilir.

Fark denklemi: x(t + k)= f(t, x(t), x(t + 1), ..., x(t + k — 1)) veya

Akx(t)= g(t, x(t), Ax(t), ...,A¥"1x(t)) seklinde ise denkleme k. basamaktan Normal

Fark denklemi denir.

a, a,, as, ..., katsayilar reel degerli fonksiyonlar (x’e veya t’ye bagl) a; # 0
ve b, esitligin sag tarafinda herhangi bir fonksiyon olmak iizere fark denklemi;
x(t+k)+ax(t+k—1)+ -+ ap_1x(t+1) + apx(t) = b; (3.2)
seklinde yazilabilir.

Bu esitlikte aq,a,,as, ..., ai katsayilar1i x’e bagl degilse denklem lineer fark
denklemi aksi durumda lineer olmayan fark denklemi olarak adlandirilir.

(3.2) Esitliginde aq, a,, as, ..., a; katsayilar1 ve b, fonksiyonu t’ ye baglh degilse
otonom, t’ye bagli ise otonom olmayan denklemdir.

(3.2) Fark denklemi lineer ve b, = 0 ise denklem homojen fark denklemi aksi

durumda homojen olmayan fark denklemidir. (Kutay, 2010)

Ornekler
A) x(t+2)+3x(t+1)—x(t)+ x(t-1)=t + cost
Verilen fark denklemi lineerdir ve mertebesi (t + 2) — (t - 1) = 3’tiir. Otonom
degildir.
B) x(t+1) =2x%(t) — 5t
Denklem lineer degildir ve mertebesi 1°dir. Otonom degildir.
C) x(t+2) = = x(t+ 1) — tx(t)

Denklem lineerdir. Mertebesi 2’dir. Otonom degildir.



(x(t-3))
(6x(t)+11)

D) x(t + 2) =
Mertebesi 5°tir. Denklem lineer degildir. Otonomdur.
Tanmim 3.2.2. (Lineer Bagmmsizlik): n >n, i¢in tanimh f;(n), f,(n),..., f,(n)
fonksiyonlar1 verilsin. a;, 1 < i < r sabit olmak lizere,
a1 fi(n) + azfo(n) + -+ a.fr(n) =0

esitligi yalmizca a; =a, =+ =a, =0 i¢in saglamyorsa f;(n), f,(n),..,f,(n)
fonksiyonlarina lineer bagimizdir denir.
Ornek 3.21. f, n)=n+ 1, f, (n)=n? — 1, f; (n)= 3n + 3 fonksiyonlar lineer
bagimlidir.
afi(n) +afo(n) + -+ a,.f,(n) =0 esitliginde a; = —3a3 # 0 segilirse esitlik
saglanir.

Tanmm 3.2.3. Casoratyan: f;(n), f,(n), ..., fr(n) fonksiyonlrinin W(n) ile gosterilen

Casoratyani;
fi(n) fa(n) v ()
W(n) = det fl(n.+ 1) fz(n'+ 1) v fr(n .+ 1)
filn +.r— 1 foln +-r— 1) .. fr(n +:r— 1)

seklinde tanimlanir. (Elaydi, 2005)
Teorem 3.2.1. x(n + k) + a;(n) x(n + k — 1)+ --- + a;(n)x(n)=0 homojen denkleminin
x1(n), x,(n), ..., xx(n) ¢éziimlerinin lineer bagimsiz ciimle olusturmasi igin gerek ve

yeter kosul herhangi bir ny€N sayisina karsilik W(ng)# 0 olmasidir.

3:__1295(" -+ %x(n) =0 fark denkleminin n,2"

Ornek 322. x(n+2)-—
¢ozlimlerini inceleyelim.

W(n) = det( n 2" )

n+1 2"+t
W(0) = det(g ;) — 10

Bu durumda n, 2™ ¢oziimleri lineer bagimsizdir. (Elaydi, 2005)



3.2.1.2. Birinci Mertebeden Lineer Fark Denklemleri

a bir sabit olmak iizere, x(t + 1)= ax(t), t € N denkleminin ¢oziimii x(t)= a'x(0)
ile verilir. Burada x(0) baslangi¢ degeridir.

x(t + 1) = a*1x(0) = a(a’x(0)) = ax(t)

Birinci mertebeden lineer fark denklemini x(t + 1) — ax(t) = 0 olarak
yazabiliriz. Bu denklem birinci mertebeden sabit katsayili homojen bir fark denklemidir.
y(t) ve z(t) bu denklemin iki ¢oziimii ve a, f € R olsun. Bu durumda

w(t) = ay(t) + Bz(t)
olmak iizere
wit+1)—aw(t) = a(y(t +1)— ay(t)) + ﬁ(z(t +1)— az(t)) =a0+p50=0
oldugundan w(t) = ay(t) + Bz(t), x (t + 1) — ax(t)= 0 denkleminin ¢6ziimiidiir.
Bu denkleme karsilik gelen homojen olmayan denklem: x(t+ 1)- ax(t) =g
seklindedir. Bu denkleme 6zel ¢6ziim arayalim:
x(1) =ax(0) + g
x(2) =ax(1) + g =a(ax(0) + g) + g = a*x(0) +ag+ g
x(3) =ax(2)+g=a*x(0)+a’g+ag+g

n-—1
x(n) =a*x(0)+g Y af

at-1
t—1

Burada a # 1i¢in x(t) = a’x(0) + g

a=1ise x(t) =x(0)+ gt
Teorem 3.2.2. t € N olmak tizere a(t) ve g(t) reel diziler olsun. Birinci mertebeden
lineer fark denklemi x(t+ 1) =a(®)x(t) +g(t),ve t=t, =0 x(t,) = x,

baslangi¢ kosulundan olusan ¢oziimii

t—1 t—1

t—-1
x© = (| [atwo+ D | [ ] a0 o
k=t,

k=t0 j=k+1
seklindedir. (Soykan ve ark., 2017)
Ornek 3.2.3. Bir kus tiiriiniin niifusu yilda %3 oraninda artmaktadir. Bu tiiriin

baslangigtaki ve n. yildaki niifuslari sirastyla x, ve x,, ise, bu durumda
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Xps1 = X, +0.03x, =1.03x, , n =0,1,2,... yazilabilir.
Bu durumda x,=100 baslangigtaki kus sayis1 olmak iizere;
x; = 1,03.100 = 103
x, =1,03. x; = 1,03.103 = 106,09

X, = (1,03)". x,
Geometrik bakimdan bu niifusun zamana gore nasil degistigini gormek i¢in (n, x,,),
n=0,1,2, .. noktalarindan meydana gelen grafik asagidaki gibidir.(Kutay, 2010)

1920

920

155
100

v

25 50 75 100
Sekil 3.1

Ornek 3.2.4. Bir bitki popiilasyonunu veya bir hiicre popiilasyonunu ele alalim. x;: t
jenerasyondaki popiilasyonun biiyiikliiglinli gostersin. Popiilasyondaki her bireyin nesil
basina bir birey iiretip 6ldiigiinii varsayalim. Bu durumda popiilasyon modeli x;,; = ax;
fark denklemi seklinde birinci dereceden lineer ve homojendir.

X, = axy, X, = ax; = a’x, bu denklemin genel ¢dziimii x, = a‘x, seklindedir.
Denklemde x, biliniyorsa ¢oziim tektir.
a'x, ¢oziimii baslangig degeri x, olan t nesildeki popiilasyonun davramgm tek olarak
belirler.

Eger0<a<1ise limx, =0

t—oo
a=1ise x; =x,

a>1iset1imxt=oo , X0 >0
—00
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Bu durumda |a| < 1 ise ¢6ziim sifira yakinsar.

la| > 1 ise ¢ozliim 1raksaktir. (Allen, 1990)

| I 20 T T
—e—g 125 A
—— (.75

20

8 10

Sekil 3.2 (Allen, 1990)

Sekil 3.3 (Allen, 1990)
3.2.1.3. ikinci Mertebeden Lineer Fark Denklemleri

x(t+2)+a,®)x(t+ 1)+ a,(®)x(t) = g(t)

ikinci mertebeden lineer fark
denkleminin en genel formudur. Bu denklemde g(t) = 0 olursa denklem homojen olur.

Ikinci mertebeden lineer fark denkleminin sabit katsay1li homojen denklem formu,
x(t+2)+ax(t+1)+a,x(t) =0, teN

seklindedir. Bu denklemin karakteristik denklemini bulmak i¢in denklemde

x(t) =AY, 1 # 0 yazilm.

A% + a; A + a, = 0 karakteristik denkleminin kokleri A;, 1, bulunur.

x(t+2)+ax(t+1) + a,x(t) = 0 denklemi A4, A, karakteristik koklerin durumuna
bagli olarak ii¢ durumda incelenebilir.

1.Durum: a? — 4a, > 0 ise denklemin birbirinden farkli iki reel kokii vardir.
{24, 25} homojen fark denkleminin temel ciimlesidir. Bu durumda genel ¢dziim,

x(t) = c; A4 + ;A5 seklinde yazilabilir. (¢q, ¢, € R)

2.Durum: a? = 4a, ise denklemin kokleri reel ve birbirine esittir. 1; = 1, = A

{2, tAt} ¢oziimleri lineer bagimsiz ¢oziimler kiimesidir. Bu durumda genel ¢dziim,

x(t) = ¢ A" + ¢, tA* =AY(c,+tc,) olarak belirlenir. (¢q, ¢, € R)

3.Durum: a® — 4a, <0 ise denklemin A, A, kokleri eslenik kompleks sayilardir.
A =a+pi, A,=a—Li «a, €Rve [#0

r=+a*+p%> 6= arctang olmak iizere {rtcostf,rtsint0} kiimesi homojen fark
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denkleminin lineer bagimsiz ¢dziimlerinin kiimesidir.

x(t) = rt(c costl + c,sintd)(Soykan ve ark., 2017)
Ornek 3.2.5. x (n + 2) + x(n) = 0 homojen fark denkleminin genel ¢6ziimiinii bulalim.
A% + 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri komplekstir. A, , = +i

r=1,ved = g Buradan genel ¢oziim x(n) = clcosng + czsinng
Bu 6rnekte |/11‘2| = 1 olmas1 ¢6ziimlerin sinirli olmasimi saglar fakat ¢oziimler 6zel bir
¢ozlime yakinsamaz salinim yapar.

Omegin x(0) =0 ve x(1) =1 baslangic kosullarina gore x(n) = sin(n g)
¢oOziimiinii inceledigimizde periyodu 4 olan asagidaki salinim sirasiyla karsilasiriz.

0,1,0,-1,0,1,0,-1,... (Allen, 1990)
3.2.1.4. K’mc1 Mertebeden Lineer Fark Denklemleri

x(t+k)+axt+k—1)+-+axt)=0, teN,i=12, ..,k igin
a; €ER ve a; # 0 fark denkleminin ¢oziimii i¢in A¢ seklinde karakteristik denklem
olusturulacaktir. A* + ;A1 + -4+ a;, =0 Bu denklemin ¢dziimiinde karakteristik
denklemin koklerinin birbirinden farkli, birbirine esit ve katli ve kompleks olmak iizere
li¢ durum s6z konusudur.

1.Durum: Karakteristik denklemin kokleri A4, A5, ..., A, reel ve birbirinden farkli
olmak iizere x(t) = ¥¥ , ¢;AY  (c; € R) denklemin genel ¢oziimiidiir.

2.Durum: A4, 4,, ..., Ay sirastyla my, m,, ... m,. kath olsunlar.
(E—2)™(E —A,)™ ...(E — 1,)™x(t) = 0 seklinde yazilabilir. Herhangi bir
i €[1,r] i¢in (E — A;)™ix(t)=0 denkleminin lineer bagimsiz ¢6ziimlerinin kiimesi
Y = {45 A, L, e 1A dir 3 = UTZ; ¢; olup genel ¢oziim

x(t) = A, (cio + teiy + t2cip + -+ + ™10y, )

seklindedir.

3.Durum: A* + @ A% + ...+ q, = 0 Karakteristik denkleminin A1, = a + if8
kompleks kokii g, katli olsun. Bu durumda 2q; tane gergel degerli lineer bagimsiz
X1, X2, «r ) Xpq,¢0OZUMU
rtcostO, rtsintf ,trtcost ,trtsint6 ; ...;t% rtcostd, t9r 1rtsintd

seklindedir. (Soykan ve ark., 2017)
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Ornek 3.2.6.
x(t+4) + 12x(t + 2) — 64x(t) = 0 denkleminin ¢dziimiinii bulalim.
Karakteristik denklem, 2* + 124? — 64 = 0 seklindedir. Bu denklemde degisken
degistirme metodunu uygularsak, 12 = a olmak iizere denklem a® + 12a — 64 = 0 olur.
Denklemin kokleri a; = —4, a, = 16’dr.

Buradan, /11 = 4‘, AZ = _4‘, 13'4 = iZI, O|UI’

Denklemin genel ¢oziimii, x(t) = ¢4 + ¢,(—4)" + Zt(cgcos%n + cysin %T) olur.
3.2.2 Diferansiyel Denklemler

Degisimler dogumdan 6liime stireklilik tagiyorsa ve jenerasyonlar iist iiste geliyorsa
bu durumda diferansiyel denklemleri kullanmak fark denklemlerini kullanmaktan daha
uygundur. Diferansiyel denklemlerde zaman araligi siirekli ve ty <T < o ig¢in
[to,T) veya [ty,) araliklarinda sonlu ya da sonsuz alinabilir. Fark denklemlerinde ise
zaman ayrik degerler almak zorundadir.(t = 1,2,3, ...)

En iyi bilinen popiilasyon biiyiime modellerinden biri Malthus (1798) modelidir.
Bu modelde biiyiime orani popiilasyon biiyiikliiklerinin oranliya agiklanir.

x(t) popiilasyon biiyiikliigii olmak iizere,

% =rx, x(ty) = xo (3.3)

Burada r kisi bas1 biliylime oranini ya da esas biiylime oranini ifade eder. Bu diferansiyel

denklemin ¢oziimii ise degiskenlerin ayrilmasiyla bulunur.

dx _ x(t)dy _ t x(0)] _
Z=rd, V2=l rar, In [X] =r(t — to)

Xo y -
Buradan, x(t) = x,e"tt) ¢, =0 ise x(t) = xpe™
Bu durumda niifus zamanla katlanarak biiyiiyecektir. Ustel bilyiime diferansiyel
denklemin ¢oziimii ile ortaya ¢ikmustir. (3.3) denkleminin ¢6zimi, x;,, = ax; birinci
mertebeden lineer fark denkleminin ¢Oziimiiyle karsilastirabiliriz. Fark denkleminde
¢oziim x(t) = a*x(0) seklindeydi. Burada a sabiti a = e” olarak alinirsa ve a > 1

oldugunda tistel biiyiime sonucunu elde ederiz. (Allen, 1990)

dx d?%x d"x
’E’ dtz""’dtn’

Tamm 3.2.4. f(x t) = 0 formundaki fonksiyonlara n. dereceden
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diferansiyel denklem denir. Burada f fonksiyonu dogrudan t’ye bagli degildir bu nedenle
otonomdur. Aksi halde otonom olmayan diferansiyel denklem olarak adlandirilacaktir.

Otonom denklemlerde, x fonksiyonu t degiskenine, f fonksiyonu ise x degiskenine

baghidir.

Diferansiyel denklemi
d™x d*1x dx . 34
d?+a1(t)m+---+an_1(t)a+an(t)x—g(t) (3.4)

seklinde ifade edebiliriz. Bu fonksiyonda a;, i = 1,2, ...,n ve g fonksiyonu x’e bagl
degilse denklem lineerdir. Aksi halde lineer degildir.

(3.4) fonksiyonunda g(t) =0 ise denklem homojen diferansiyel denklem olarak
adlandirilir. Aksi halde denklem homojen degildir. (Allen, 1990)

Tamm 3.2.5. X(t) = (x1(0), x5(6), ., (D), F = (fi, for o, fu)TVE

fi = fi(x1(t), x,(t), ..., x,(t), t) olmak tlizere 1. dereceden diferansiyel denklem sistemi

Z=FX(0),1) (35)
seklinde ifade edilebilir.
(3.5) sisteminin sag tarafindaki fonksiyon t’ye bagli degilse sistem otonomdur. Aksi

durumda otonom degildir.
(3.5) sistemi i = 1, ..., n icin % =Y a;(O)x + g:i() (3.6)

seklinde yazilirsa lineer aksi halde lineer olmayan diferansiyel denklem sistemidir.
Bu denklemde g;(t) = 0 ise diferansiyel denklem sistemi homojendir.

Diferansiyel denklemin veya sistemin ¢oziimii sirastyla bir x(t) fonksiyonu veya
X (t) vektor fonksiyonudur. Bu fonksiyonlar denklemlerde yerine yazildiginda denklemi
saglamalidir.
Ayrica n. dereceden diferansiyel denklemde ¢6ziimiin n tane baslangi¢c kosulunu

saglamasi gerekir. (Allen, 1990)

dx(tg) d" 1x(ty)
x(to) = X, dto =X1n T—lo = Xp_1 (37)

Tamm 3.2.6. n mertebeden adi diferansiyel denklemin x = t, noktasinda x(t,) = x,,

dx(to) _ dn_lx(to)
Tar =AU g

problemi denir. (Allen, 1990)

= x,_1 seklinde n tane degeri veriliyorsa buna baslangic deger
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Teorem 3.2.3.

. d™ d"1x dx _ dif ivel denklemi

-+ a,(t) e i an—1(t)g + a,(t)x = g(t) diferansiyel denklemi ve
n-1

x(ty) = xo, dxd(z‘)) =X, 2 dtf_(f‘)) = X,_, N tane baslangic kosulu verilsin.

i =1,2,..,n— 1 olmak iizere denklemdeki a; ve g katsayilari t,’1n i¢inde bulundugu

a < t, < f araliginda siirekli ise bu durumda denklemin ¢6ziimii vardir ve tektir.
dx; _
at

a < ty < B araliginda siirekli ise denklemin ¢6ziimii vardir ve tektir. (Allen, 1990)

ii. Yi=1a;j(®)x; + gi(®), x;(to) = x;0 Ve i,j =1,2,...,n olmak iizere a;; ve g;

3.2.2.1 1. Dereceden Lineer Diferansiyel Denklemler

Birinci dereceden lineer diferansiyel denklemin baslangic deger problemi
% +a,(t)x = g(t), x(ty) =x¢ (a; ve g Vt =ty i¢in siirekli) seklinde tanimlidir.

t
Sorunun ¢6ziimil i¢in integral ¢arpan metodu kullanilabilir. Buna gore I(t) = elig @@

integral ¢apran1 olmak iizere diferansiyel denklemin her iki tarafin1 I(t) ¢arpani ile

carpalim. Bu durumda denklem,

d
1029 4 o 01020 = 109

Esitligin sol tarafi x(t) ile integral ¢arpiminin tiirevi seklindedir.
dx()1(t)]
dt

Her iki tarafin integralini aldigimizda ve x i¢in ¢ézlime ulastiZimizda baslangic deger

=1(t)g(t)

probleminin tek ¢éziimiinii bulmus oluruz.

t T
x(t) = e(_ IROLY) [xo + f e(fto al(u)du)g(r)dr
t

0
Eger diferansiyel denklem homojen ise ( g(t) = 0 )bu durumda ¢dziim x(t) = xye %1t
seklindedir. a; < 0 ise ¢oziim Malthus veya istel bilylimeyi temsil eder. a; > 0 ise
gim x(t) = 0. (Allen, 1990)

dx 2 cost

Ornek 3.2.7. E-I_? =

x(m) =0

. 2
integral carpant I(t) = e/t% = e2ltl = lnt® = 12 jle esitligin her iki tarafin carparsak
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dx 4ot .2 cost
—_— X =
dt t2

d
fa[tzx] dt =fcostdt

t?x = sint + ¢

tZ

sint ¢
Tt

sinm

. o . . - 4
Verilen x(m) = 0 baslangi¢ degeri yerine yazildiginda, 0 = +— Buradan ¢ =0

7-[2
elde edilir. Bu durumda ¢6ziim, x = %lt seklindedir.

Problemin ¢oziimi x = g + % iki terimin toplamindan olugmustur. Burada %
t t t

diferansiyel denklemin homojen kisminin ¢dziimiidiir. % ise homojen olmayan

denklemin o6zel ¢oziimiidir. Bu durumda genel ¢oziim, her ikisinin toplamindan

olusmaktadir. (Allen, 1990)
3.2.2.2. ki ve Daha Yiiksek Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler

Homojen olmayan lineer diferansiyel denklemlerin ¢6zlimii, denklemlerin homojen
kismmin ¢ozliimiiyle, homojen olmayan denklemin 6zel ¢oziimiiniin toplamindan
meydana gelir.

x(t) = xp(t) + x,(8)
n. dereceden homojen diferansiyel denklemin n tane lineer bagimsiz ¢oziimii vardir.
1 < i <n olmak tizere ¢;(t) lineer homojen denklemin ¢dziimii olsun. Bu durumda
homojen denklemin ¢oziimii  xj(t) = Yiv; ¢;; seklinde bulunur. Bu durumda genel
¢Ozlum,

x(t) = Xitq cip; + x,(t) seklindedir. (Allen, 1990)
3.2.2.3. Sabit Katsayil Lineer Homojen Diferansiyel Denklemler

Lineer diferansiyel denklemin katsayilari sabit ise denklem,

d"x dn1x
+a

dx
prey 1W+---+an_1a+anx=0 (38)

seklindedir. (3.8) diferansiyel denkleminin (—oo, ) araliginda n tane lineer bagimsiz
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¢oziimii vardir. x(t) = e?* (1 € RUC) olarak almrsa (3.8) denkleminde yerine
yazildiginda,
e + g A" M + 4 a, 1A+ a,) =0
elde edilir. Ortaya ¢ikan polinoma
PA=21"+a A"+ +a, 4A+a,
karakteristik polinom denir ve P(1)=0, (3.8) denkleminin karakteristik denklemidir. P(1)
polinomunun kokleri ise 6zdegerler olarak adlandirilir. Denklemin ¢oziimii 6zdegerlerin
reel veya sanal olmasina gore degisir.
Diferansiyel denklemin ikinci dereceden olmasi durumunda genel ¢6ziim 44, 1,’ye
bagli olarak ili¢ durumda incelenir.
1) A4, 1, 6zdegerleri reel ve ayrik ise genel ¢oziim x(t) = c;e’1t + c,e2t seklindedir.
2) A1, A, Ozdegerleri reel ve birbirine esit ise genel ¢oziim, x(t) = c;e?t + c,te’zt
seklindedir.
3) A4, A, dzdegerleri kompleks ise (11,4, = u * iv )genel ¢oziim,
x(t) = e“t[c; cos(vt) + ¢, sin(vt)] seklindedir.
Karmasik eslenikler s6z konusu oldugunda e®¢ = cos(vt) + isin(vt) esitligi
¢Ozlimii siniis ve kosiniis cinsinden ifade etmek i¢in kullanilir.
Diferansiyel denklem n. dereceden ise ¢6ziim 4 durumda incelenebilir.
1) Eger karakteristik denklemin n tane lineer bagimsiz A4, 4,,...,4, ¢6ziimi varsa
denklem x(t) = c,eMt + c e?2t + -« + ¢ e?nt  seklindedir.
2) Karakteristik denklem r katli A kokiine sahipse genel ¢oziimiin bu r katli 1 kokiine
sahip parcast (¢; + ¢yt + -+ ¢, t" et seklindedir.
3) Karakteristik denklem u + iv seklinde karmasik eslenik iki koke sahipse denklemin
genel ¢ozlimiiniin bu kompleks koklere karsilik gelen pargast,
e%[c, cos(vt) + ¢, sin(vt)] seklindedir.
4) Karakteristik denklemin kompleks ve eslenik kokii r kath ise denklemin genel
¢Oziimiiniin katli kompleks koklere karsilik gelen pargasi
e™[(c, cos(vt) + dy sin(vt)) + t(c, cos(vt) + d, sin(vt)) + -+
+ t""(c,_4 cos(vt) + d,_; sin(vt))]
seklindedir.

n. dereceden diferansiyel denklemin n tane ¢6ziimiiniin lineer bagimsiz oldugunu
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gostermek icin Wronskian determinanti kullanilir. Fark denklemlerindeki karsiligi
casoratyandir. Fark denklemlerinde her satirda lineer bagimliligi arastirilan
fonksiyonlarin mertebeleri bir artirilirken diferansiyel denklemlerde her satirda
fonksiyonlarin tiirevlerinin derecesi artirilir.

x1(t), x5 (t), ..., x,(t) n tane fonksiyon olmak tiizere bir [ araliginda n — 1 kez

tirevlenebilir olmak tizere,

x1(t) x,(t)
W (xq1, Xz, ..., X,) (£) = det xls(t) o xns(t)
A ) B (3

P1(t), P2 (1), ..., P, (t) n.dereceden I araligindaki,

d"x dn1x
den +a,(®) den-1

+ -+ a,_1(t) % + a,,(t)x = 0 lineer diferansiyel denklemin n tane
¢ozimi olmak iizere, 3t € I igcin W (¢4, ¢, ..., ) # 0 ise bu n tane ¢oziim lineer
bagimsizdir.

Ornek 3.2.8. x"(t) + 5x'(t) + 6x(t) = 0 diferansiyel denklemini géz &niine alalim.
Karakteristik denklemi A2 +51+6=(1+2)(1+3) =0 seklindedir. Buradan
karakteristik kokler ; = —2, A, = —3 ve genel ¢oziim x(t) = c;e 2t + c,e 3t dir.

Bu iki ¢ozlimiin lineer bagimsizligini gostermek i¢in Wronskiani kullanirsak,

-2t -3t

w=| ¢ e = —e~5t % 0 bulunur.

—2e7% —3e73t

Tiim homojen, lineer diferansiyel denklem katsayilarinin sabit olmas1 durumunda,
sifir ¢oziimiin "kararli" olup olmadigi, yani baslangic deger problemine bir ¢éziimiin
sifira meyilli olup olmadigi belirlenebilir. Sifir ¢oziimiiniin kararliligit P(1) =0
karakteristik denkleminin A; koklerine baglidir. Denklemin ¢oziimii e’ formunda
oldugundan A;’ler negatif reel say1 ise veya reel kismi negatif olan kompleks say1 ise
¢ozlim sifira yakinsar.

Lineer diferansiyel denklemlerle, lineer fark denklemleri arasindaki ¢oziimlerin

davranig farkliliklarinin temel sebebi ¢oziimleridir. (Allen, 1990)
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Cizelge 3.1. Fark denklemleri ve diferansiyel denklemler arasindaki bazi benzerlik ve

farkliliklar

Sabit Katsayil1 Lineer Homojen Diferansiyel Sabit Katsayili Lineer Homojen

Denklemler Fark Denklemleri

Coziim e?it’lerin lineer kombinasyonudur. | Céziim A% lerin lineer kombinasyonudur.

A;’ler negatifse veya reel kisimlari negatifse |4;| < 1 oldugunda ¢6ziim sifira

cozlimler sifira yakinsama egilimindedir. yakinsama egilimindedir.

3.2.3. Coziimlerin Davramisi ve Kararhhik Teorisi

Kararlilik tizerine tarihteki ilk calismalar Aristo ve Arsimet’e dayanmaktadir.
Aristo pertiirbasyondan sonra meydana gelen hareketi arastirdi ve pertiirb olmayan
(unperturbed) durumun hareket sirasindaki kararliligini belirledi. Bu metot kinematik
metot olarak adlandirilir. Astronomi hari¢ hareketin kararliligin1 belirlemede uzun siire
kullanilmistir. Arsimet’e dayanan kararlilik ¢calismasinda ise pertlirb olmayan sistemin
kararliligin1 belirlemek igin sistemin pertiirbasyondan sonra ortaya ¢ikan geometrik
durumu kullanilir. Bu metot geometrik metot olarak adlandirilir. Geometrik metot
Arsimet, Torigelli, Baldi ve Lagrange gibi isimlerle iliskilendirilir. Bu metot mekanik
alaninda uzun siire egemen olmustur. 3. metot ise enerji metodudur. Enerji kriteri denge
pozisyonunun kararliligin1 belirlemek i¢in kullanilir. Farkli metotlar farkli yorumlara yol
actigindan teknik fizigin kesin tanimlart kullanilsa bile sayisiz yorum yapma imkani
dogar. Ornegin Lagrange ana ekseni, sapmalara ragmen smirh kaldiginda bir gezegenin
yoriingesinin kararli kaldigini belirtir. Possions ise gezegenin seyrinde art arda
yoriingesinin her noktasina keyfi olarak yakin bir sekilde gegiyorsa bu hareketi kararli
olarak tanimlar. Bir sistemin kararliligin1 belirlemek ic¢in hangi 6zelliklerin
kullanilacagini bilmek ¢ok 6nemlidir.

Istenilen zamanda durumu niteleyen belirli ozellikler norm seklinde
adlandirilmaktadir. Bu durumda normdaki degisimin sebep oldugu pertiirbasyon belirli
Ol¢liyli asmadigi takdirde pertiirbe durum kararli olarak adlandirilir. (Leipholz 1970)

Denge zamanla degismeyen bir ¢oziimdiir. Bunun anlami, sistemler bir dengede

baslarsa, durum sonsuza dek dengede kalir. Denge c¢oziimleri biyolojik olarak ilgingtir
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clinkii sistemin “dinlenme durumlarini” veya “sabit durumlarini” temsil ederler. Sifir
¢oziimii genellikle bir denge c¢Oziimidir. Sifir ¢oziimii kararliysa sistem sifira
yaklasabilir. Bununla birlikte denge noktasi pozitif ve kararliysa o zaman denge noktasina
yakin baslangic degerleri i¢in ¢6ziim bu noktaya yakinsar. Popiilasyon dinamiginde sifir
denge, popiilasyon tilkenmesini ve pozitif bir denge, popiilasyonun hayatta kalmasini
temsil eder. Sifir dengesi enfekte veya zararli olan popiilasyon oranini temsil etmedikge
istenen bir durum degildir.

Yerel ve Global kararlilik arasinda ayirim yapmak Onemlidir. Bir dengenin yerel
kararliligi, ¢oziimlerin dengeye ancak baslangicta yakin olduklari zaman yaklagmalari
anlamina gelir. Ornegin, eger baslangigtaki popiilasyon biiyiikliigii ok kiigiikse ve sifir
dengesi sabitse, 0 zaman popiilasyonun tiikkenmesi meydana gelebilir. Fakat baslangigtaki
poplilasyon biiyiikliigii biiyiikse, sifir dengenin yerel kararlilig1 popiilasyon tiikkenmesi
hakkinda hicbir sey sOylemez. Global kararlilik, ilk niifus biiyiikligiinden bagimsiz
olarak, ¢oziimlerin dengeye yaklastigin1 gostermektedir. Bu nedenle yerel kararliliktan

¢ok daha giicliidiir. (Allen, 1990)
3.2.3.1. Fark Denklemlerinde Kararhhk
3.2.3.1.1. Denge Noktasi ve Kararhhk

Tamim 3.2.7. Denge Noktasi: Vt > t, icin f(t,x*) = x* esitligini saglayan x* € R¥
noktasma x(t+ 1) = f (t,x(t)), x(ty) = x, denkleminin denge noktasi veya sabit
¢oziimii denir. (Allen, 1990)
Tanim 3.2.8. Kararhilik: Ve > 0 i¢in ||x, — x*|| < § oldugunda
lx(t, to, x0) —x*|| <&, t=ty =0 olacak sekilde § > 0 sayist varsa x* noktasina
kararlidir denir.

Denge sistemde degismeyen durumdur. Sistem pertiirbasyondan sonra her zaman
kendisine geri donerse bu durumda denge noktast kararli olarak kabul edilir.
Pertiirbasyondan sonra dengeden uzaklasirsa denge noktasi kararsiz olarak adlandirilir.

Ayrica ||xo — x*|| < p oldugunda tlim x(t, tg,xo) = x* olacak sekilde u sayisi

varsa x* denge noktasina atraktiftir denir.

Atraktif ve kararli olan denge noktasina asimptotik kararlidir denir.
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Yerel kararlilig1 aragtirmak i¢in ilk 6nce denge noktasi belirlenir. Daha sonra denge
noktasi etrafindaki ¢oziimlerin davranisini belirlemek i¢in lineerlestirme yontemleri
kullanilir. Eger denge noktasi tiim baslangi¢ kosullar1 i¢in kararli ise bu nokta global
kararlidir. Lineer fark denklemlerinde veya birinci dereceden lineer sistemlerde yerel ve
global kararlilik birbirine denktir. (Allen, 1990)

Teorem 3.2.4. f fonksiyonu x* (denge noktasi) iceren [ araliginda siirekli olsun.
X¢r1 = f(x¢) fonksiyonu i¢in x* denge noktasi:
a) |f'(x")] <1 oldugunda kararl
b) |f'(x*)| > 1 oldugunda kararsizdir.
Bu teoremin ispati ortalama deger teoremine dayanmaktadir ve f'(x)’in stirekli olmasini
gerektirir.
Ispat 3.2.4.
a) |f'(x™)| <1 oldugunu varsayalim. f’ nin I araliginda siirekli olmasindan dolay1
x €[x*—e€,x* +€]icin|f'(x)| < ¢ < 1olacak sekilde [x* — €,x* + €] c I alt aralig1
vardir. x5 € [x* — €,x" + €] i¢in f fonksiyonuna ortalama deger teoremini uygularsak,
Ix* = f(xo)l = 1f (x7) = F (o)l = ' E)llx™ — x| < cx™ — xo
Burada &;, x *ile x, arasindadir. Bu nedenle f(x,) € [x* — €, x* + €]. Ortalama Deger

Teoremini ve ayni esitsizligi x, yerine f(x,) kullanarak uygulanabilir. Bu durumda

lx* = F2 o)l = 1f2(x7) = F2(xo)l = |f' (FG)f G Ix" = f(xo)

<clx* = flxp)l < c?lx* — xol

Burada &,, x *ile f(x,) arasindadir. |x* — f(&,)]| < clx —&,|. Bu sekilde devam
edersek, t = 1,2, ... i¢in

|x* = fr(xo)l < cflx™ — xq,

Bundan dolay1 tlim x¢ = x*, x* lokal asimptotik kararhdir.

If'(x*)] >1 oldugunu varsayalim. x € [x* —¢,x" +€]c I, |f'(x)|>c>1

olacak sekilde € > 0 vardir.
0 < |xg — x*| < € igin ortalama deger teoremini uygulayalim.
lx* — f(x)| = If EDIx* — x| = c|x* — x,|. Burada é;, x *ile x, arasindadir. Bunu

tekrar uygularsak |x* — f(xo)| < € icin |x* — f2(xo)| = c?|x* — x,| elde ederiz. Bu
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argiiman siiresiz olarak devam edemez. ct|x* — x,| > € olacak sekilde t vardir. Bu

nedenle |x* — f'(t)| > € esitsizligini saglayan t vardir. x* kararsizdir. (Allen, 1990)
Teorem 3.2.5. x*, x(n + 1) = f(x(n)) fark denkleminin denge noktas1 olmak iizere,
f'(x*) = 1 oldugunda asagidaki ifadeler gegerlidir.

(D) f"(x*) # 0 ise x* kararsizdir.

(i) f"(x*) =0ise f"""(x*) > 0 ise x* kararsizdir.

(iid) f"(x*) =0ise f"""(x*) < 0 ise x* asimptotik kararhdir. (Elaydi, 2005)

Tamim 3.2.9. f fonksiyonun Schwarzian tiirevi:

" " 2
Sf(x) = ff,(g) - % []; ,((::))] seklinde tanimlidir. (Elaydi, 2005)

Teorem 3.2.6. x*, x(n+ 1) = f(x(n)) fark denkleminin denge noktasi olmak iizere,
f'(x*) =—1ise

(i) Sf(x) < 0 ise denge noktasi1 asimptotik kararhdir.
(ii) Sf(x) > 0 ise denge noktasi kararsizdir. (Elaydi, 2005)

Ornek 3.2.9. x,,; =x? + 3x, denkleminde denge noktasim1 bulup kararliligini

inceleyelim.

Denklemin denge ¢oztimleri 0 ve —2°dir. f'(x) = 2x + 3 olmak tizere f'(0) = 3
oldugundan Teorem 3.2.4 geregi “0” denge noktasi kararsizdir. f'(—2) = —1 ise bu

durumda Teorem 3.2.6 uygulanir. Schwarzian tirevinde f'(x) = —1 yazilirsa
SF(x) = —f""(x) — 2 [f" (x)]? olur.

Buradan —2f"'(-2) — 3(f”(—2))2 = —12 < 0 olur. Teorem 3.2.6’ya gore " — 2"
denge noktasi asimptotik kararlidir. (Elaydi, 2005)

Ornek 3.2.10. x,., = % = f(x¢), a,b>0 esitligini gbz Oniine alalim. Denge
t

*

o ax
noktasi tanimi geregi x* =

P esitligini saglar.

x*(x*+ b —a) = 0 seklinde sadelestirirsek x* =0 vex* = a — b seklinde iki
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denge noktasini elde ederiz.

Fonksiyonun tiirevi yardimiyla denge noktalarinin yerel kararlilig1 arastirilirsa,

f'(x) = (bi—z)z fonksiyon tiirevinin x* = 0 noktasindaki degeri f'(0) =% dir. Bu

durumda %< lise ya da a < b ise 0 noktas: lokal asimptotik kararlidir. a > b
oldugunda sifir kararsizdir Fonksiyonun x* = a — b deki tiirevine bakarsak,
f'la—>b) = Z. Bu nedenle a > b oldugunda x* = a — b denge noktasi1 lokal asimptotik

kararli (x* > 0 iken), a < b oldugunda ise kararsizdir. (Allen, 1990)
Birinci Dereceden Denklemlerde Global Kararhhk:

Denge noktasinin global kararhiligi baslangic kosullarindaki tiim kisitlamalari
kaldirir. Global asimptotik kararlilikta ¢oziimler tiim baslangic degerleri ig¢in denge
noktasina yakinsar.

x*, x¢31 = f(x;) fark denkleminin denge noktasi olmak {izere,
f:[0,a) = [0,a), 0 <a < co.

Tim baslangi¢ degerleri i¢in x4 € (0,a), th_)rg x; = x* saglanmiyorsa, x* denge
noktas1 global kararlidir. Global atraktiflik ve global asimptotik kararlilik ayni degildir.
Global atraktif denge noktasi aym1 zamanda lokal atraktiftir. Bu nedenle Global
asimptotik kararli denge noktasi lokal asimptotik kararlidir. f fonksiyonu siirekli ise
global atraktif denge noktasi lokal asimptotik kararlidir. Bu nedenle siirekli fonksiyonda
global atraktiflikle global asimptotik kararlilik esittir fakat f fonksiyonu siirekli degilse
bu esitlik gegerli olmayabilir. (Allen, 1990)

Bazi kararlilik aragtirma yontemleri asagidaki gibidir.
3.2.3.1.2. Cobweb Semasi

Cobweb Semasi birinci dereceden lineer olmayan fark denklemlerinin ¢dziimlerinin
davranigini incelemek igin etkili bir metottur. Birinci dereceden x;,; = f(x;) denklemini
g0z Online alalim. y = x dogrusuna ve f(x) = y fonksiyonunu diizlemde gosterelim.
Diizlemde x eksininde x;,’yi ve y ekseninde x;,;’1 goOsterelim. Verilen

(x9, 0) noktasindan dikey bir ¢izgiyle fonksiyon tizerindeki (x,, x;) noktasina gidilir. Bu
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noktadan yatay bir sekilde y = x dogrusu tizerindeki (x;, x;) noktasina gidilir. Daha
sonra yine dikey bir sekilde asag1 ya da yukar1 (x;, x,) noktasina varilir. Yine (xq,x,)
noktasindan hareket edilerek yatay bir ¢izgiyle (x,, x,) noktasina varilir ve bu sekilde
devam eder.

Ornek 3.2.11

15

y=x

ol Y =f0)

Kegq

0 5 10 15

Sekil 3.4 (Allen, 1990)
Ornekteki yatay ve dikey cizgiler y = x dogrusu ile f(x) = y fonksiyonunun

kesisim noktasina yakinsamaktadir.

3.2.3.1.3. Lineer Sistemlerin Kararhihg

Fark denklem sistemleri diferansiyel denklem sistemleri ile benzerlik gosterir.
Fark denklem sistemleri X(t + 1) = A(t)X(t) seklindeyken
Diferansiyel denklem sistemleri: X (t) = A(t)X(t) seklinde gosterilir.
Diferansiyel denklem sistemlerinde kullanilan analiz yontemleri fark denklem
sistemlerinde de kullanilir.
Ozdegeler 1,1, , ve dzvektorler Vyve V, ise diferansiyel denklemlerdeki genel ¢oziim
X(t) = c;eMOV; + c,et2OV,

Fark denklemlerindeki genel ¢oziim:X (t) = ¢; A4V, + ¢,A5V, seklindedir.
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Iki boyutlu lineer fark denklem sistemleri inceleyelim.
X(n+1)=AX(n) n=0,1,2,.. sisteminin ¢6ziimiini arayalim.
x(0) baslangig kabul edilirse, X(1) = AX(0)

X(2) = AX(1) = A%2X(0)

X(n) = A"X(0)
elde ederiz. Burada A™’i tanimlayabilirsek sistem ¢6ziimiinii elde etmis oluruz. (Clinger,
2007)
Ozdegeler ve Bunlara Karsiik Ozvektorler Elde Etmek

Fark denkleminin analizinin merkezinde A matrisi vardir. X(n + 1) = AX(n)
lineer fark denklem sisteminde katsayilar matrisi A (g Z) 6zdegerlerini bulmak i¢in

det(Al — A) = 0 n. dereceden polinomunun n tane kokii bulunur. Bu polinom
karakteristik denklem, koklerine de 6zdegeler denir. Bunlara karsilik gelen 6zvektorler
det(Al — A)v = 0 matrisinin ¢oziimudiir.

Ornek 3.2.12.
a=lo Tl ar—azmly J=fo JTH'TT AL
det [/1 6 2 2 i 4] =(A—-2)(A—4) =0 Ozdegerler: 1, =2, 1, =4’ tiir.

e A=2 1 1[Y1_a T1 -2
Bunlara karsilik gelen 6zvektorler: [ 0 P 4] [Uz] =0 isev; = [O] , Uy = l 12]

A matrisinin n. kuvvetini bulmak kolay olmadigindan onun yerine A matrisi n. kuvvetini
bulmanin daha kolay oldugu B matrisine déniistiiriilebilir. P™*AP = B (P singiiler)
benzer matrisler ayn1 6zdegere sahiptir. A matrisi 2x2 reel degerli matris ise asagidaki
matrislerden birine benzerdir.

n=[3 5 /=41 3y ]

Ozvektérlerin kolon vektorlerinden olusan matris P olsun. P~1AP = ] esitligini saglar.

1 _1 1 -1 1 L
vy = ||, v, =| 2| olmakiizere P = 2| P l= 2 | seklindedir.
0 1 0 1 0 1

1ap _1_[2 O
Bu durumda P AP—]—[0 4

ar=prpt=p[2T 0P
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Jordan formunun 3 durumuna karsilik A™ i¢in de ti¢ durum vardir.

(A4 0] . [Aln 0 ] ~
1 = At =p p-1
) I=1, 2, ise 0 A
— 1 0 H n _— A nln 1 1
2) J=1, /1] |seA_P[0 ]p
o —
) 1=[5 7]
w = arctan — COSW = L sinw = i ] — I | [ cosw sinw
a’ 211" 211 Wl—sinw cosw

nn | cOSsnw  sinnw
= |2,|"P :
—sinnw  cosnw

1 ! 2" 12” 14"
2] = [ 2 2 ]
0 1 0 4n

x(0) = B] baslangi¢ kosulu verilirse x(n + 1) = Ax(n) sisteminin 6zel ¢ozimi

Soruya devam edecek olursak,

1
, 6 4

A" =

x(n) = A™x, n = 1,2, ... seklinde yazilir.
X1 (n)] [2”

xz(n) ‘;4"“] 22 Y ] dir. (Clinger, 2007)

iki Boyutlu Birinci Dereceden Lineer Denklem Sistemleri

Xer1 = f (X J’t)}
Ver1 = 9(Xe, Vi)

Lineer denklem sisteminin kararlilik durumu incelenmeden once sistem denge

3.9)

noktasi etrafinda lineerlestirilir.
f ve g fonksiyonlar1 denge noktasini igeren agik kiimede 2. dereceden siirekli birer
fonksiyon olmak tizere, fonksiyonlar1 (X,y) denge noktasi etrafinda Taylor serisine

acarsak,

— Ny TE®Y) oY) oy O EY) -0 02 (Ey) v=9)P
fa) =fEN+=— -0+ =0 -+t
of(xy) _ df(xy) . .. N _ _ . ens

= Osterimine gore u = x — X vev = y — ¥y olarak belirtilirse
ox 0x  Nxy)=(%y) 8 8 Yoy

f — X yaklasimi lineerdir.

fey) = fEN + LB -0 + L2y - 5) = 2+ L2u + L0y

Benzer bir yaklagim g i¢in de gecerlidir.
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_ L 0g(x5y) | 09(x.y)
gx,y) =y+ % u+ 3y V.

U =x,—X Ve v, =y, —y olmak iizere (3.9) sistemi (x,y) denge noktasi etrafinda

lineerlestirilirse X,,; = JX, sistemi elde edilir. Burada X; = (u,, v,)7, J ise

(f,g)T denge noktasidaki (¥,y) Jacobian matrisidir.
f (xy) of(xy)

J= ox oy
dg(xy) dgxy) |
dx dy

Spektral Yarigap (Radius): A matrisi kxk tipinde ve 6zdegerleri A4, A5, ..., A, olmak iizere
A matrisinin spektral yarigap1 p(A) ile gosterilir ve p(A) = max;eqy 2, k{l14;]} olarak
tamimlanir. (Allen, 1990)
Teorem 3.2.7. A matrisi kxk tipinde sabit matris olmak iizere
p(A) <1 lim_,A"=0

Yerel asimptotik kararliligi tanimlamak i¢in tek sart f ve g fonksiyonlarinin 1.
dereceden siirekli kismi tiirevlenebilir olmasidir. Jacobian matrisin 6zdegerleri lineer
olmayan sistemin yerel kararliligm tanimlar. Ozdegerler |A;| < 1 ise spektral yarigap
(Radius) p(J) < 1, teorem (3.2.7) geregi tllrg]t = 0.

Jacobian matris J (a;;) seklinde gosterilmek iizere, a;; bilesenlerinin her biri f ve

g fonksiyonlarmin denge noktasindaki kismi tiirevlerini gostermektedir. Jacobian

matrisinin 6z degerleri det(J — AI) = 0 ¢oziilerek elde edilir.

det(all_/l 5V )=O
azi Az — A

Determinant alindiginda ifade sadelestirilirse,
A2 = (ay1 + az)A + ay1a5; — aza1, = 0
A2 —1z())A + det(J) = 0.

Bu esitlige gore yerel kararliligin incelenmesi iki duruma baghdir. Birincisi Jacobian
matrisin izi digeri de Jacobian matrisin determinantidir. (Allen, 1990)
Teorem 3.2.8. f(x,v),g(x,y) fonksiyonlar1 (X,¥) denge noktasmi igeren R? agik
araliginda x ve y degiskenine gore birinci dereceden siirekli kismi tiirevleri vardir.

xer1 = (X6, Ve)

Yerr = 90, e)
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Lineer olmayan sistemin denge noktasinda (X, y) degerlendirilen Jacobian matrisi
liz(J)| <1+ det(J) < 2 ancakveancak |4;| < 1’ dir. Bu durumda denge noktas1 yerel
kararlidir.

|2;] > 1 oldugunda ise denge noktasi kararsizdir. Bunun igin 3 esitsizlikten
herhangi biri saglanmalidir.
1z(J) > 1+det()), 1z(J) < —1 — det (J) veya det(J) > 1
Ispat: ilk olarak |iz(J)| <1+ det(J) < 2 & |1;| < 1 oldugunu ispatlayalim.

7 = 1z(J) ve § = det (J) olmak iizere, Jacobian matrisinin karakteristik denklemi
p(A) = 2 — 1A + 6 = 0 . Karakteristik denklemin kokleri 4, , 6zdegeler olmak iizere,

T+VT12-46

A, =
1,2 2

dir. Oncelikle |1;] <1 oldugunda |7|<1+8 <2 oldugunu
ispatlayalim. Ozdegerler reel veya kompleks olacak sekilde iki farkli durum
incelenecektir. |1;] < 1 ve 6zdegerler reel olsun. Bu durumda 72 > 46 dir. 22 — 1A+ §
parabolii A eksenini A;,A, olmak tizere iki farkli noktada keser. 1,<A; kabul edelim.

Paraboliin tepe noktasi % oldugunda gore |4;| < 1lise =1 < 1, < % <A <1l

Bu nedenle % < 1.4 > 12 > 46 olur. Buradan § < 1 elde edilir.

Ayrica E— 1| > |§—Al| ve §+ 1| > %—/12| .
%— /’li| = Y48 oldugundan 1 — % > # elde edilir. Her iki tarafin karesini

2 2_ .
alirsak 1 — |t| + T: > (TTM) elde ederiz. Ifade sadelestirilirse 1 + § > |t| bulunur. Bu

nedenle |4;| < 1ise |7| < 1+ § < 2 saglanur.

Ikinci Durum: |A;| < 1 ve 6zdegerlerin karmasik esleniklerden olustugunu kabul edelim.
va5-12

2

2 2
Bu durumda 72 < 46 olmalidir. A, , = % +i ve [4]% = Tz +6— % =6
Bunedenle 0 < § < 1dir. 72 < 468 ise |t| < 2v/§ ve 2v§ < 1+ 6§ olur. Dolayisiyla
|4;] < 1 oldugunda |t] < 1+ § < 2 saglanr.
|| <148 <2 oldugunu ve A; 6zdegerlerin reel oldugunu varsayalim. Bu

V72248 ViZ_4s
durumda12245./11:%+ 7245 Vegzzg_ T°o48

.Bunedenle 4; = 4,
A1 <1 ve 4, > —1 oldugunu gostermeliyiz. |7| <14+ 8§ esitsizligini 1 — |7| > =6

|zl

2 2 2
seklinde yeniden diizenleyip her iki tarafa T: ekleyelim. (1 - 7) > T: — & her iki tarafin
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karekokini alalim 1 — — > . Buradan

ITI V12-46
2

1 >|‘r| V12-46

>A ve

T T2-468
1< <,
2 2

|| <148 <2 oldugunu ve A; dzdegerlerin karmasik oldugunu varsayalim.
|4;]12 = &6 < 1olur.

A; > 1ise (x,¥) denge noktasi kararsizdir. [z(J) > 1 + det(J), 1z(J) < —1 — det ()
veya det(J) > 1 esitsizliklerinden herhangi biri saglandiginda en az bir 6zdeger ya
karmagik diizlemdeki birim dairede ya da birim daire disinda bulunur.
iz(J) > 1 + det(J) ise bir dnceki ispat geregi 6zdegerler reel ve A; > 1 dir. Eger
1z(J) < —1 — det (J) ise 6zdegerler reel ve A, < —1. Son olarak t')zdegerler kompleks

esleniklerse ve det(J) > 1isei = 1,2 igin A; > 1 dir. Eger det(J) > Lz U ) ise 6zdegerler

kompleks esleniktir.

Sekil 3.5 (Allen, 1990)

Sekil 3.5’te kesikli cizgilerle gosterilmis tiggensel bolge asimptotik kararlilik bolgesidir.
(4; < 1). Fark denklem sistemine ait ¢ — § diizleminde T =iz(J) ve § = det(J)’ dir.
Sekildeki egri T2 = 468 egrisidir. Bu egrinin altinda kalan 6zdegerler reel, iizerinde kalan
Ozdegerler komplekstir. T ve § parametreleri liggensel bolgenin disindaysa [4;] > 1

saglayacak en az bir 6zdegeri vardir. (Allen, 1990)
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3.2.3.1.4. Lyapunov Dogrudan Yoéntemi

Rus matematik¢i Aleksandr Mikhailovich Lyapunov tarafindan bulunan bu metot
Lyapunov dogrudan veya Lyapunov ikinci metodu olarak adlandirilir. Coziimlerin
kendisini tanimlamaktansa, anlamini ve nitel yapisin1 kesfetmeyi saglar. Bu nedenle
kararlilik teorisindeki en ©Onemli metotlardan biridir. Bununla birlikte en biiyiik
dezavantaj, verilen bir denklem i¢in uygun Lyapunov fonksiyonunun belirlenmesinde
yatmaktadir. Bu bdliimde Lyapunov dogrudan yontemi fark denklemlerine
uyarlanacaktir.
x(n+1) = f(x(n)) (3.10)
f:G - Rk, G c R¥, siirekli x*,x(n+1) = f(x(n)) denkleminin denge noktasi olsun.
V:R¥ - R reel degerli fonksiyon olsun. V farki x(n + 1) = f (x(n)) ile iligkili olarak
tanimlanirsa AV (x) = V(f(x)) — V(x)

AV(x(n)) = Vf(x(n)) = V(x(n)) =V(x(n+ 1)) = V(x(n))

A(V(x)) < 0ise V (3.10)’un ¢oziimleri boyunca artmaz.
V:H c RF > R fonksiyon olmak iizere asagidaki iki sarti sagladigi takdirde V
fonksiyonu H bolgesinde Lyapunov fonksiyonu olarak adlandirilir.

1) V, H iizerinde siireklidir.

2) x ve f(x) € Higin AV(x) < 0.

B(x,y), R¥’da x merkezli ve y yaricapli a1k yuvar olarak tanimlansin.

B(x,y) = {y € R¥||ly — x|| < y}. Ozel olarak, B(0,y) = B(y) olarak gosterilecektir.
Reel degerli V fonksiyonunun V(x*) = 0vey > 0igin Vx € B(x"y), x # x%,

V(x) > 0 kosullarini saglamasi halinde x* noktasina pozitif definit denir. (Kutay, 2010)
Teorem 329 x(n+1)=f (x(n)) denklemi i¢in x*’m bir H komsulugunda V
Lyapunov fonksiyonu varsa ve bu fonksiyon x* noktasinda pozitif definit ise x* denge
noktas1 kararlidir.

Ispat: B(x*, a,) agik yuvari G N H nn alt kiimesi olacak sekilde a; > 0 sayis1 segilsin.
f fonksiyonu siirekli oldugundan x € B(x*, a,) oldugunda f(x) € B(x*,a,) olacak
sekilde 0 < a, < a4 vardir. 0 < € < a, olacak sekilde € sayisiicin

Y(e) = min{V(x)|e < ||lx — x*|| <%} tanimlansin. Ara deger teoremi geregi

llx — x*|| < & oldugunda V(x) < ¥ (¢) olacak sekilde 6 € (0, €) sayis1 bulunur. Buradan
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X9 € B(x*,8) alindiginda Vn = 0icin x(n) € B(x", &) oldugu soylenebilir. Aksi
halde 1 <r <miginx(r) € B(x*,6) vex(m+ 1) & B(x", ¢) olacak sekilde
Xo € B(x*,8) eleman1 ve bir m >0 sayist vardir. x(m) € B(x", &) € B(x",a,)
olmasindan dolay1 x(m + 1) € B(x", a,) olur. Buradan V(x(m + 1)) > (&) bulunur
ki bu geliskidir. Ciinkii V(x(m + 1)) < - < V(%) < ¥(¢) olmalidir. Dolayist ile
X9 € B(x*,6) alindiginda Vn >0 icin x(n) € B(x",¢) ifadesi dogrudur. Bu da
kararlilig1 saglar.

Asimptotik kararlilik i¢in ise Teorem 3.2.9° un hipotezlerine ek olarak x # x*
olmak tizere x, f (x) € H i¢in AV(x) < 0 olmalidir.

Asimptotik kararliligin ispati icin x* € B(x", §) olmak tizere V n > 0 igin
x(n) € B(x*, &) olmaktadir. Eger {x(n)}, x*’a yakinsamiyorsa o halde y € R*’a

yakinsayan bir {x(n;)} alt dizisi vardir. E € B(x*,a,) ve x* € E olmak lizere, E, y’nin

acik bir komsulugu olsun. E {izerinde iyi tanimli ve siirekli h(x) = %S;)) fonksiyonunu

tanimlayalim. Vx € E i¢in h(x) < 1 olur. Bu durumdan € (h(y), 1) oldugunda

X € B(y, x) igin h(x) < n saglayan <> 0 bulunur. Bu nedenle yeterince biiyiik n; i¢in,
V(f(x(n))) < nV(x(n; — 1)) <n?V(x(n; — 2)) < - <n™V(x,) olur. Buradan
nhilgo V(x(n;)) = 0 bulunur. nllilgo V(x(n;)) = V(y) oldugundan V(y) = 0 olur. Bu da

x* = y anlamina gelir.

Asimptotik kararlilik kriterlerine ilave olarak G = H = R* ve | lim V(x) =o

x||—> o0
oluyorsa, 0 zaman x* denge noktasi global asimptotik kararlidir. (Kutay, 2010; Elaydi,
2005'ten)

Ornek 3.2.13. x;(n+1) = _[13(2781)]
1

x,(n+1) = % sistemini ele alalim. (0,0) bu sistemin denge

noktasidir.
V, R?’de siirekli ve pozitif definit olan Lyapunov fonksiyonu
V(xy, %) = x? + x2 seklinde secilebilir. Burada x(n) = (x;(n),x,(n)) olmak iizere,
AV(x(n)) = V(x(n + 1)) - V(x(n))
= V(xl(n +1),x,(n+ 1)) - V(xl(n),xz(n))
=x2(n+ 1D +x2(n+1)
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— x5 (n) x%(n)
[1+x%(n)]2 [1+x%(n)]2

= —2x2(n)xi(n) — xf(n)x3(n) — x;(n) x2(n) elde edilir.

(x1(n), x,(n)) # (0,0) olmak tizere AV(x) < 0 dir. Bu durumda x* = (0,0) denge

— x2(n) — x5(n) ifadesi sadelestirilirse

noktas1 asimptotik kararlidir. Ayni zamanda lim V(x) = o oldugundan
Il Cx1 (n),x2 (n)[| >00

denge noktasi global asimptotik kararlidir denir.

3.2.3.2 Diferansiyel Denklemlerinde Kararhhk

Bu boliimde yalnizca 1. dereceden diferansiyel denklemler kullanilacaktir. Daha

yiiksek mertebeli diferansiyel denklemler ZZ—: = g(%,...,x) 1. dereceli sistemle
aciklanabilir. Otonom diferansiyel denklem sistemi

dx

— = F(&X) (3.11)

seklinde olsun. Burada X = (xq,...,x,)7, F(X) = (fi(x1, e, X)) ooy fr (g, ooy X)) 7T,
burada F, t’ ye baglh degildir. (3.11) baslangi¢c deger problemi X (t,) = X, baslangi¢
kosulunu saglar. Aksi belirtilmedik¢e baslangic deger problemlerinin benzersiz ¢oziimii
oldugu ve ¢oztiimiin [t,, o) araliginda oldugu kabul edilir.

X(t) = (xq(t), x5(t), ., xp(t)) ¢Oziimii R™’de uzanan parametrik bir egridir. Bu

egri sistemin yolu veya yoriingesi olarak adlandirilir. Céziimiin R™ deki hareketi Z—)t{ hizi

ile tanimlanir. Coziimiin ¢izildigi R™ bolgesine n = 3ise faz uzayi, n = 2 ise faz
diizlemi, n = 1 ise faz ¢izgisi denir. Baglangi¢ deger problemlerinin tek ve benzersiz
¢cozlimlerinin yoriingeleri kesismezler. R™®* de ya ayn yolu izlerler ya da kesismeden
farkl1 yollar1 izlerler. (Allen, 1990)

Tamm 3.2.10. Bir diferansiyel sistemin denge ¢dziimii F(X) = 0 olacak sekilde X sabit
¢Ozimudiir.

Tanim 3.2.11. Z—f = F(X) sisteminin denge ¢dziimii X olmak iizere her X (t) ¢dziimii igin

X(ty) = X, baslangi¢c kosuluyla birlikte V&> 0 oldugunda ||X, — X|| <& olacak
sekilde § > 0 varsa X denge ¢oziimii yerel kararlidir denir. Yerel kararlilik durumunda
YVt >t icin || X(t) — X|| < & sart1 saglanir. Yerel kararlilik olmadig1 durumda denge
¢Ozlimii kararsizdir. (Allen, 1990)
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Not: Burada Xl = (xll, ...,xln)T ve XZ = (le, ...,xZn)T € Rn, olmak Uzere

1X; — Xl = X1 (x1; — x2;)? 6klid normu olarak tanimlanur.

Tamm 3.2.12. X denge ¢oziimii yerel kararliysa ve || X, — X|| < ¥ olacak sekilde y > 0
var ve gim |1X(t) — X|| = 0 oluyorsa, denge ¢6ziimii asimptotik yerel kararlidir denir.
Ornek 3.2.14. Z—f = AX, X(0) = X, = (x4, v0)" baslangi¢ deger problemini gdz dniine
alirsak,

a O . . - - o
A= ( 61 a ) ve denge ¢ozlimii sistemin orijini X = 0 olmak {izere,
22

X(t) = (x(t), y(®)T  coziimii X(£) = xget ((1)) +ype®at ((1’) saglar. Egeri = 1,2

icin a; < 0ise || Xy|| < € budurumda || X (t)|| < € olur. Boylece sifir denge noktasi yerel
kararlidir denebilir. Tiim baslangi¢ degerleri i¢in ¢6ziim sifira yakinsadigindan sifir denge
noktas1 global asimptotik kararlidir da denebilir. i = 1,2 i¢in a;; > 0 olursa sifir denge
noktasi kararsiz olacaktir. Oregin a;; > 0 ve x, > 0 oldugunda

tlim x(t) = oo olacaktir. V& >0 ve x, > 0i¢in ||X,]|| <8 oldugunda |[X(t)| > ¢

saglayan en az bir t vardir. (Allen, 1990)

3.2.3.2.1 Birinci Dereceden Denklemlerde Yerel Kararhihk

Birinci dereceden otonom diferansiyel denklem %zf(x) seklinde olsun.

Denklemin denge noktast x* ve u(t) = x(t) —x* olsun. f fonksiyonu x* denge

noktasini i¢eren aralikta ikinci dereceden siirekli tiirevlenebilir olsun. Bu durumda

% = % dir. f fonksiyonunu x* denge noktas: etrafinda Taylor serisine agarsak,
du * 1] * * " (x_x*)Z * *
=)+ N2+ f"()=—— {€(xx). x"denge noktasi

oldugundan f(x*) = 0 olur. Bu durumda denklem lineerlestirilirse
du

- = [(x)u (3.12)

dat
olur. Elde edilen (3.12) denklemi denge noktast yakinindaki x’in orijinal diferansiyel
denklem ¢6ziim yoluna yaklasir ¢iinkii (x — x*)? terimi yeterince kiiciik yapilabilir. Bu

durumda (3.12) lineer denklemi x* denge noktasinin yerel kararliligini

tanimlar. f'(x*) < 0 oldugunda lineer ¢6ziim sifira yakinsar. Bundan dolay1 x(t,), x*’in
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yakinindadir. x(t), x* denge noktasina yakimsar. f'(x*) > 0 oldugunda x(t)’nin

yakinsamadigi baglangi¢ kosullart vardir. (Allen, 1990)

d

Teorem 3.2.10. x*, d—’; = f(x) diferansiyel denklem sisteminin denge noktasi olmak

tizere f', x™’1 igeren I agik araliginda siirekli olsun. f'(x*) < 0 oldugunda x* yerel
asimptotik kararhdir. f'(x*) > 0 oldugunda ise x* kararsizdir. (Allen, 1990)

Ornek 3.2.15. Lojistik Biiyiime Modeli: 1k olarak 1837 yilinda Belgikali matematikgi
Pierre Velhust tarafindan tanitilan bu model diferansiyel denklemlerde niifus artis i¢in

en iyi bilinen modellerdendir. Bu modelde biiyiime oran1 a popiilasyon biiyiikliigiiniin
azalan bir fonksiyonudur. a(x) =r (1 - %) Popiilasyon biiyiikligii K’dan biiyiikse

biiylime oran1 negatiftir, x < K ise biiylime orani1 pozitiftir. Lojistik diferansiyel denklem

% =r (1 - %) x seklindedir. Burada r > 0 igsel biiyiime orani ve K > 0 tasima

kapasitesidir. Denklemin x =0 vex = K olmak {iizere iki denge noktasi vardir.

Diferansiyel denklem degisenlerine ayrilarak ¢oziilebilir.
x(0)K
x(0) + (K — x(0))e "t

x(0) > 0 ise niifus biiytkligii tasima kapasitesine yaklagir. tlim x(t) = K. Bu nedenle

x(t) =

pozitif baglangic kosullar1 icin x = K denge noktas1 global asimptotik kararlidir. Teorem
(3.2.10) geregi f'(x) =r(1 - Z?x) oldugundan f'(0) =r > 0 ve f'(K) = —r olur. Bu

durumda sifir denge noktasi ise kararsiz, K ise yerel asimptotik kararlidir. (Allen, 1990)
3.2.3.2.2. Faz Diizlemi Analizi

Faz diizlemi analizi, birinci dereceden otonom diferansiyel denklemlerde yerel

kararlilig1 belirlemek i¢in kullanilan alternatif bir geometrik yaklasimdir. Otonom
olmayan diferansiyel denklemin genel formu % = f(x,t) seklindedir. f(x,t), (t,x)
noktasindaki x(t) ¢Oziimiine teget cizgisinin egimidir. Otonom diferansiyel
denklemlerde % = f(x) egimler zamana gore (t) degismeyecegi icin sadece x ekseni
tizerindeki akis yoniinii belirlemek yeterlidir. Buna gore % > 0 ise akis yonii pozitif,

% < 0 ise akis yonii negatiftir. (Allen, 1990)
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Ornek 3.2.16. % =x(1-x)(2—-x) =f(x) denkleminin once denge ¢6ziimleri
belirlenir. x; = 0, x; =1, x3 = 2 olur.
dx

== f(x)ise (0,1), (1,2), (2,3) araliklarinda akis yonii belirlenir f(x) > 0 ise x artar,

f(x) < 0ise x azalir. Buna gore grafik agsagidaki gibi olur.

Sekil 3.6
Sekilde (3.6) goriildiigi gibi x; = 1 denge noktas1 yerel asimptotik kararlidir. (Allen,
1990)

iki boyutlu lineer sistemlerin davranislar1 faz diizleminde (x —y diizleminde)

incelenecektir. X = (x,y)T ve A = (al- j) olmak iizere i—f = AX asagidaki gibi ifade

edilebilir.

dx N

7 = Q11X T a2y

dt

dy (3.13)

—=a,;x+a
dt 21 22Y

Sisteminin denge ¢6ziimii orijindir (x = 0,y = 0). det (A) # 0 oldugunu varsayarsak
orijin sistemin tek denge noktasidir.
(3.13) lineer sisteminin ¢oziimleri A matrisinin izine ve determinantina bagl olan A
matrisinin 6zdegerleri ile karakterize edilir. Orijin dort sekilde siniflandirilir. Diiglim,
eyer, merkez ve spiral. Bunlara ek olarak orijini kararli ve kararsiz olarak ayirabiliriz.
Ozdegerlere gore orijinin kararlilig: belirlenebilir.
e A matrisinin 6zdegerleri negatif ya da reel kisimlar1 negatif ise orijin asimptotik
kararhdir.
e A matrisinin 6zdegerleri pozitif olmayan veya reel kismi pozitif olmayan ise

orijin kararhdir.
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e A matrisinin en az bir 6zdegeri pozitif veya pozitif reel kisma sahipse orijin
kararsizdir.
Orijin asimptotik kararliysa ¢oziimler orijine yakinsar. (Allen, 1990)
Sonug¢ 3 2.1.
(3.13) lineer diferansiyel denklem sisteminin karakteristik denklemi
A% —1z(A)A + det(4) = 0 seklindedir.

= AX, A 2x2 tipinde sabit matris ve det(A4) # 0 olmak iizere,

dt

iz(A) < 0 ve det (4) > 0 ise orijin asimptotik kararlidir.
iz(A) < 0 ve det (4) > 0 ise orijin kararhidur.

1z(A) > 0 veya det (4) < 0 orijin kararsizdur.

Orijinin kararliligmmin yaninda genel lineer diferansiyel denklem sistemleri i¢in
orijin diigiim, eyer, merkez ve spiral olmak tizere 4 farkli sekilde siniflandirilabilir. Bu
smiflandirmanin olmasi i¢in orijinin tek denge noktas1 olmasi gerekmektedir.

det (A) # 0 oldugu varsayilacaktir. Siniflandirma semas1 6zdegerlerin reel veya
kompleks olmasina, reel 6zdegerlerin pozitif ya da negatif olmasina ayni sekilde
kompleks 6zdegerlerin reel kisminin pozitif ya da negatif olmasina baghidir. (Allen, 1990)
Tanim 3.2.13. A;ve 4, reel 6zdegerler olsun. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler
Vive V, olmak {iizere, Vive V, ¢odziimlerin orijine dogru veya orijinden uzaga gittigi
yonleri belirtir. Ornegin A; > 0 oldugunda ¢dziimler V;boyunca orijinden uzaklasirken,
A1 < 0 oldugunda ¢oziimler V; boyunca orijine yaklasir.

1. Diigiim Noktasi: Her iki 6zdegerin ayni isareti almas1 durumunda olusur
(A, < 2, <0veya0 < A; < A,). Ozdegerler esit ve iki lineer bagimsiz 6zvektdr varsa
diigim noktas1 uygun yoksa uygun olmayan diigiim noktasi olarak adlandirilir. Uygun
diigiim noktas1 ayni zamanda yildiz ¢oziim olarak adlandirilabilir. A matrisinin iki
0zdegeri birbirine esit ise diiglim noktas1 ayn1 zamanda dejenere diiglim noktasi olarak
adlandirilir.

2. Eyer Noktasi: Ozdegerler zt isaretli oldugunda olusur (1, < 0 < A,).

Tamm 3.2.14. Ozdegerler kompleks olsun. 1;, = a +ib, b # 0. Z—f = AX lineer
denklem sisteminin ¢oziimleri cosbt ve sinbt faktorlerini icerdiginden denge noktasi
etrafinda sarmal sekildedir. Bu sarmal noktalara odak noktasi denir. Eger gercek kisim

a < 0ise e*cosbt veya e sinbt igeren ¢dziimler orijine dogru ige sarilir. Eger
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gercek kisim pozitifse a > 0 ise ¢ozlimler disa dogru sarmaldir. a = 0 oldugunda ise
¢Oziimler orijini ¢cevreleyen kapali egri seklindedir. Buna da merkez denir.

Diigiim veya sarmal noktalar 6zdegerlerin isaretine bagl olarak asimptotik kararli
veya kararsiz olabilir. Eyer noktalar1 bir dogrultu boyunca yoriingeleri iter dolayisiyla

Merkez noktalari ise kararlidir fakat asimptotik kararli degildir.

daima kararsizdir.

i |
YRV L YV . R g
SRR *¢¢|
PR VR VR 11d
Ww vy L L L 111
R VL WV o £dd
W W W W ¥ oL o o o
e W W ok 4 £ of o &
o w W W L 1 4 o W W W
< g bt o s el
— Cy [ S N -
= - -~ FoToN \-‘m_-\_v-_—-\_
-~ - b i T AL L L Lo e,
- R ERE R ?:?‘ﬁa,,
> *rTrTT T A K K & K 5 5 5K e, W

R AL ELELE Y
T FTT % TR R R R R R R R R R R
TR TTTAATARARARK K~ oK K
TR T T AT AR AR R KR
TELASALGRARAR AR Rin Rin K

Sekil 3.7 Kararli Uygun Olmayan Diigiim
Noktasi (Stable Improper Node) (Tseng, 2008)

Sekil 3.8 Kararli Uygun Nokta , Sekil 3.9 Merkez Noktas1 (Center)
Yildiz Nokta (Stable Proper Node) (Tseng, 2008)

(Tseng, 2008)
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Sekil 3.10 Odak Noktas1 Sekil 3.11 Eyer Noktasi (Saddle)
(Stable Spiral)(Tseng, 2008) (Tseng, 2008)

3.13 lineer diferansiyel denklem sisteminin karakteristik denklemi,
A% —1z(A)A + det(4) = 0  olmak iizere smiflandirma islemini det(4) ve iz(4)’ ya
(Tr A) bagl olarak yapabiliriz.
7 = 1z(A) ve § = det (A) olsun. Karakteristik polinomunun kékleri,
T+V12-48

Adig = olur. Diskriminant y =172 —46 seklinde tanimhdir. Buna gore

kararlilik semasi agsagidaki gibi gosterilebilir. (Allen, 1990)

fot A -
o A=0: det A=1 (Tr A)?

&
N

- - Kararsiz Odak

Merkez

I \
Kararsiz Diigiim i,

Eyer Noktasi

Sekil 3.12(Anonymous, 2019)
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Ornek 3.2.17. Asagidaki diferansiyel denklem sisteminin sifir kararli odak denge

noktasina sahip olabilmesi i¢in a ne olmalidir?

dx dy N
ac Y ac . Tt
(0 1
A_(—l a)

Sifir denge noktasimnin kararli odak noktasi olabilmesi igin diskriminantin ve
1z(A)’nin sifirdan kiigiik olmas1 gerekir.
Bu durumda iz(4) = a < 0 ve det(4) = 6 = 1 oldugundany =12 — 45 =a?> -4 <0
bulunur. Boylece —2 < a < 0 elde edilir. (Allen, 1990)

3.2.3.2.3 Lyapunov Dogrudan Yontemi

Aleksandr Mikhailovich Lyapunov tarafindan 19. yiizyilin sonlarinda gelistirilen
yontem hem diferansiyel denklemlerde hem de fark denklemlerinin kararlilik
incelenmesinde kullanilmaktadir. Fark denklemlerinde belirtildigi gibi denklemleri
¢ozmek yerine kritik bir noktanin kararlilig1 veya dengesizligi ile ilgili sonuglar uygun
bir yardimci fonksiyon kullanilarak elde edilir. Yontemin tek sinirliligi uygun fonksiyon
bulmanin zor olmasidir.

Bu yontemin pratik bir 6nemi vardir ¢iinkii dengenin c¢ekim havzasi icin
degerlendirmeler elde edilebilir. U € R™ olmak {izere U’da baslayan her ¢6ziim yine
U’nun i¢inde kalan denge noktasina yaklasiyorsa U’ya ¢ekim havzasi (basin of attraction)
denir. Yontem n diferansiyel denklemden olusan otonom veya otonom olmayan

sistemlere uygulanabilir. Bu boliimde yontem asagidaki iki boyutlu otonom sistem ig¢in

gosterilmektedir.
d d
z=fy)ve r=g(xy) (3.14)

Amag bu denklem sistemiyle ilgili belirli 6zelliklere sahip Lyapunov fonksiyonunu
bulmaktir. Burada denge noktasinin orijin oldugu kabul edilmektedir. Denge noktasinin
orijin olmadigi durumlarda u =x —x* , v =y —y" seklinde degisken degisikligi
yapilarak denge noktas1 orijine taginabilir. (Allen, 1990)

Tamm 3.2.15. (Pozitif Definit) U, R?’de taniml orijini igeren agik aralik olsun. Reel

degerli V fonksiyonu, V:U - R [(x,y) € U,V (x,y) € R] asagidaki kosullar1 sagladigi
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takdirde pozitif definit olarak adlandirilir.
(i) V(0,00 =0
(ii) V(x,y) € Uigin (x,y) # 0 ise V(x,y) >0
—V pozitif definit oldugunda V’ye negatif definit denir. (Allen, 1990)

Tamm 3.2.16. V orijinin acik komsulugunda pozitif definit bir fonksiyon ve

(

— = f(x,y), E = g(x,y) olmak tizere V(x,y) € U — {(0,0)} igin ——— )< oluyorsa

dt
V fonksiyonu Lyapunov fonksiyonu olarak tanimlanir.
Teorem 3.2.11 (0,0) noktas1 (3.14) sisteminin denge noktasi ve V ise orijinin U

komsulugunda pozitif definit bir C* fonksiyonu olsun.

() (x,y) € U —{(0,0)} icin —== ( Y) < 0 ise (0,0) denge noktasi kararhidir.
(ii) (x,y) € U —{(0,0)} icin % < 0 ise (0,0) denge noktas1 asimptotik kararlidir.

(iii) (x,y) € U — {(0,0)} icin % > 0 ise (0,0) denge noktasi1 kararsizdir.
Ispat: (i) Yeterince kiiciikk € > 0 icin ||(x,y)|| < € orijinin U komsulugunda bulunur.
Komsulugun sinirindaki minimum V' degeri m olsun ( ||(x, y)|| = €). V pozitif definit ve
I|(x, Y)|| = € dizisi kapali ve sinirl oldugundan m > 0 olur. V(x,y) < m igin
I[(x, Y|l < & olacak sekilde 0 < § < € segelim. V siirekli ve V(0,0) = 0 oldugundan
boyle bir § > 0 mevcuttur. (x,, y,) baslangig degerleri olmak tizere ||(xq, yo)Il < &

ise t =0 oldugunda, ||(xq,y0)ll <& saglar ¢ilinkii Z—‘; <0 ise t=0 i¢in

V(x(t), y(t)) < V(x9,¥9) < m olur. Orijin kararldir.

(i) V(x(t), y(t)) fonksiyonu U da bulunan ¢6ziimler boyunca azalir. Bu nedenle

av(x(t),y(t)) diizgiin

t = oo, V(x(t),y(t)) limite yakinsar. Varsayalim V' — [ > 0 olsun. "

— 0 orijin digindaki dairesel bolgede devam etmesi gerekir.

siirekliliginden %ﬂy(t»

- ‘;—Z pozitif definit ve sadece orijinde Z—Z = 0 oldugundan V — Lise V (x(t), y(t)) orijine

egilim gosteremez. Bu ise mimkiin degildir. Dolaysiyla (x(t),y(t)) = (0,0) iken
V(x(t), y(t)) orijine yakinsar. Bu durumda orijin asimptotik kararlidir. (Allen, 1990)
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Ornek 3.2.18

Lotka-Voltera av avci sistemini goz Oniine alalim.

& — x@a—y)

at
%=y(—b+x), a,b>0
Denge noktasi (x*,y*) = (b, a) olur. Denge noktasi kararlidir fakat asimptotik kararli

degildir. Bu sistem i¢in kurulan siirekli ve x, y > 0 i¢in tiirevlenebilen V (x, y) Lyapunov
fonksiyonu V(x,y) = (x— b — b In () + (y —a—aln (g)) seklindedir. V(b, a) = 0.

V (x,y) fonksiyonunun pozitif definit oldugunu gosterelim.V (x, y) fonksiyonunun kismi

tirevlerini alirsak,

b b
Vx:]-_;' Vxx:x_zl ny:0
a a
W=1=7 Vy=5
V, =V, = 0 kritik noktalardir. x = bve y = a . V(b,a) = 0 noktas1 V., V), — nyz >0
ve Vo, = % > 0 oldugundan yerel minimumdur. Bu nedenle x,y > 0 i¢in V(x,y) > 0

x# b,y #a olmak iizere V(x,y), R2 = {(x,y)|x > 0,y > 0} kiimesinde pozitif
definittir.

av dx+de
dt ~ *dt Y dt

b
=(1-3)x@=-»+(1-5)yb+n = G-b)a=y+ G -a@-b=0

Bu durumda Teorem 3.2.11 (i) geregi (b, a) denge noktast R bolgesinde kararlidir.
(Allen, 1990)
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

4.1 Diferansiyel Denklemlerle Iki Tiir Rekabetinin Modellenmesi ve Kararhligm

Arastirllmasi

Baz1 kapali ortamlarda sinirli bulunan gida i¢in rekabet eden benzer iki tiir
oldugunu varsayalim; 6rnegin, bir havuzda bulunan ve birbirlerini avlamayan, ancak
mevcut yiyecekler i¢in rekabet eden iki tiir balik olsun. xvey, t zamanindaki
popiilasyonlarini gostersin. Tiirlerin her birinin popiilasyonunun digerinin yoklugunda

lojistik denklem tarafindan kontrol edildigini varsayalim.

d
d—’: = x(€; — 01X) (4.1)
d
d_Jt] =y(e; — 02y) (4.2)

Burada €; ve €, iki popiilasyonun biiyiime oranini, z_—l ve z_—z ise iki popiilasyonun doyma
1 2

seviyesini temsil eder. Her iki tiir mevcut oldugunda, her bir tiir diger tiiriin gida tedarikini
etkileyecektir. Birbirlerinin biiylime oranin1 ve doyma seviyelerini azaltacaklardir. y
tirlerinin  varligindan dolayr x tirlerinin azalmasin1 agiklamak icin (4.1)
denklemindeki (¢; — g,x) ifadesi yerine (e; — o;x — a;y) ifadesi kullanilir. Benzer
sekilde (e, — o, y) ifadesi yerine de (e, — g,y — a,x) ifadesi kullanilacaktir.

Buna gore denklem sistemi diizenlenirse,

dx

Pri x(€1 — 01X — a1Y)

dy (4.3)
- y(€z — 02y — azx)

sistemi elde edilir.

Buradaki pozitif sabitlerin degerleri (€4, 01, @4, €5, 0,, ;) degerlendirilen belirli tiirlere

baglidir ve genel olarak gozlemlerden tespit edilmelidir.

Bazi sabitler i¢in (4.3) denklem sisteminin ¢ozliimiinii arastiracagiz. (Boyce ve DiPrima,

2005)

Ornek 4.1

dx

- xA—x-y)

dy

e v(0.75 — y — 0.5x) 4.9

sisteminin ¢ozlimlerinin nitel davraniglarini arastiralim.

43



Oncelikle x(1 —x —y) =0 ve y(0.75 —y — 0.5x) = 0 cebirsel ifadeleri ¢oziilerek
sistemin kritik noktalar1 bulunur. Bu noktalar, (0,0),(0,0.75),(1,0) ve (0.5,0.5)
noktalaridir. Bu noktalardan ilk ii¢ii bir veya iki tlirlin soyunun tiikkenmesini belirtir.
Sadece son nokta her iki tiirtin de uzun siire hayatta kalmasina karsilik gelir. Diger
¢Oziimler popiilasyonlarin zaman i¢indeki gelisimlerini x — y diizleminde egriler ya da

yoriingeler olarak temsil ederler.

y
1_41:1" J Jt.-f-//////’/////'rf,f
| +I I L L S S F r o o i i e
1 I ' e' / / J T a a a a m a
V1111270720 2222222
NY VL L L wr e e
0.756— \ v o )4 f e e e
DU T N S A P e e
e N S N O e e
J 77 =N | e i i i e e o e
I /A v i S P a a ar i i i e i i am
051/ 7 7 7 o g e e i i i e i i e
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Sekil 4.1 (Boyce ve DiPrima, 2005)

Yukaridaki sekilde kritik noktalarin davranislarini gorebiliriz. Koyu renkle
gosterilen noktalar kritik noktalardir. (0.5,0.5) noktasi diger ¢oziimleri ¢ektigi igin
asimptotik kararli noktadir. Diger ii¢ nokta ise kararsiz noktalardir. Kritik noktalarin
yakinlarindaki noktalarin davranislarini inceleyerek bu sonuca ulasabiliriz.

Lineer sistemin kritik notas1 (X, Y) olsun.

E.(X,Y) E XY
i(u)= (X, Y) EXY) (u) 45)
dt \v G (X,Y) G,(X,Y))\v

Flx,y)= x(1—-x—y)

G(x,y) =y(0.75 —y — 0.5x) (4.6)

(4.5) denklem sistemini diizenlersek,

%(i)z(liéégy 075—55—05X)CD (4.7)

seklinde olur.
(0,0) kritik noktasini incelersek, bu kritik nokta her iki tiiriin de rekabetlerinin

sonucu 0ldiigii duruma karsilik gelir.
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Benzer sekilde (4.6) sisteminde (X,Y) = (0,0) yazarsak, orijin yakininda kargilik gelen

lineer sistem,

%(;) - ((1) 0.(;5) (;C/) 4.7

seklindedir.
Bu sistemin 6zdegerleri ve ozvektorleri, A, = 1, & = (é) ; A, =0,75, §@ = ((1))
dir.

Sistemin genel ¢oziimii, (;) = ((1)) et +c, ((1)) e075t

(4.4) sisteminde orijin kararsiz diigiim noktasidir.

(x,y) = (1,0) kritik noktasini inceleyelim. Rekabette x tiiriiniin hayatta kaldigi
fakat y tiirtiniin hayatta kalmadigi duruma karsilik gelir. Duruma karsilik gelen lineer
sistem asagidaki gibidir.
amu _ (-1 —=1\(u
E(v) - ( 0 0.25) (v)

Ozdegerler ve 6zvektorler: 1, = —1, £V = ((1)), A, = 0,25, &&= (_LE)

Genel ¢oziim: (l;) =c; (é) e t+c, (_L;) e %25t dir,

(1,0) komsulugundaki ydriingelerin hareketini incelemek icin genel ¢6ziime bakabiliriz.
¢, = 0 oldugunda x ekseni boyunca kritik noktaya yaklasan bir ¢ift yoriinge vardir. Diger
yoriingeler (1,0) komsulugundan uzaklasmaktadir. Ozdegerler zit isaretli oldugundan
(1,0) noktas1 eyer noktasidir.

(x,y) = (0,0.75) kritik noktasin1 inceleyelim. Bu nokta y tiiriiniin hayatta kaldigi
fakat x tliriiniin hayatta kalmadigi duruma karsilik gelir. Karsilik gelen lineer denklem

sistemi agagidaki gibidir.

d
71() = (0375 —075)(0)
Ozdegerler ve 6zvektorler: 1; = 0.25, £ = (_%); A, = —0.75, £@ = ((1))

oldugundan sistemin genel ¢oziimii, (:7[) =q (_%) e%%5 + ¢, (2) e~ 075t seklindedir.

(1,0) noktasinda oldugu gibi (0,0.75) noktasinda da 6zdegeler zit isaretlidir. Kritik nokta
kararsiz eyer noktasidir. y ekseni boyunca yaklasan bir ¢ift yoriingenin disinda diger

yoriingeler bu noktanin komsulugundan uzaklagmaktadir.
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(0.5,0.5) kritik noktasini inceleyelim. Bu nokta her iki tiirin birlikte yasadigi

duruma karsilik gelir.

. . aqu —0.5 —0,5)\/u e
Lineer denklem sistemi E(v)z(—0_25 _0.5) (v) seklindedir. Ozdegerler ve

ozvektorler:A; = _ZZ\E = —0.146, ¢V = (‘/?), A, = 22 —0.854, @ = (‘/E)

4

Genel ¢oziim: (1;) =c (\/?) 0146t | c, (\/1?) e 0854t g|r.

Ozdegerlerin her ikisinin de negatif olmasi kritik noktanin asimptotik kararli oldugunu
gostermektedir. Tiim ydriingeler t — oo igin (0.5, 0.5) kritik noktasina yakinsamaktadir.
(4.4) sisteminin faz portresi asagidaki Sekil 4.2 de gosterilmistir. Her kritik noktaya
yakinindaki yoriingelere bakarsak tahmin edilen sekilde davrandiklarini gorebiliriz. (4.4)
denkleminin sag tarafinda ikinci dereceden terimlerin oldugunu ve bu terimlerin de
negatif oldugunu goz Oniine alirsak, x ve y’nin biiyiik ve pozitif degerleri i¢in x' ve y’

negatiftir. Bu durumda yoriingeler i¢e yonelir. (Boyce ve DiPrima, 2005)

0.75

0.5

0.25

| |
0.25 0.50 0.75 1 1.25 X

Sekil 4.2 Faz Portresi (Boyce ve DiPrima, 2005)
4.2 Yilhk Iki Bitki Tiiriinde Rekabet ve Kararhlik Analizi
Yillik bitkiler yaz sonunda tohum iiretir. Cigekli bitkiler solgunlasip Oliirken

tohumlarini kigin hayatta kalip yeni nesil iiretmesi i¢in birakir. Takip eden baharda bu

tohumlardan belirli bir kism1 ¢imlenir. Bazi tohumlar canlanmadan 6nce bir yil ya da daha
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uzun siire hareketsiz Kkalabilir. Digerleri avlanma, hastalik veya hava nedeniyle
kaybedilebilir. Ancak bitkilerin bir tiir olarak hayatta kalabilmeleri i¢in, yildan yila
yeterince biiyiik bir niifusun yenilenmesi gerekir. (Keshet, L. 2005)

Pakes ve Maller, De Wit'in rekabet halindeki tiirlerin modellenmesi i¢in
olusturduklart formiilasyona dayanan ayrik zamanli bir model gelistirmistir. Ayrik
zamanli modeller, mevsimsel {ireme diizenine sahip organizmalar i¢in daha uygundur.
50’lerin basinda Hollanda hiikiimetinin tarimsal uzantis1 yulaf ve arpa ekimi ile ilgili saha
deneyleri yapmustir. Pakes ve Maller bu deneylerden toplanan verilerin sonuglarini De
Wit model formiilasyonu i¢in kullanmistir. Mekansal konum bitki topluluklarinda
ozellikle 6nemli oldugundan, rekabet katsayilar1 yerine etkilesimleri tanimlamak igin
katsayilar1 kullanilmistir.

De Wit modeli i¢in gerekli parametreler asagidaki gibi tanimlanmaktadir.
Si1ve S iki bitki tiiriinii gostermektedir.

A1 ve A; sirastyla her bir tiir igin uygun olan alani temsil eder.

Zive Zy her bir tiirlin ekilen tohum sayisini temsil eder.

O1 ve Oz her bir tiiriin tohum verimidir.

M1 ve Mz sirasiyla Si ve Sz’nin monokiiltiirel verimleridir.

. Aj+A4A,=1
N, -k
Ay bz,

Esitlikleri saglanir. Buradaki b, b, katsayilar1 ¢ogalma katsayilaridir. Bu katsayilarin
oranina bagil ¢cogalma katsayis1 denir.

ki, = bb;? S1’in Sp’ye gore bagil cogalma sayisidir.

k,, = byb;?! S2’nin  Si’e gore bagil cogalma sayisidir.

I ve II numarali denklemlerden asagidaki esitlige ulagilir.

Ay = b1 Zy[b1Zy + by Zy] 7Y = kypZykipZy + Z5]70

Ay = byZy[b1Zy + byZo) ™ = kpiZolkyiZy + Z4] 7T

21 =7Z1(Z1 + Z)™

Z, = Z,(Zy + Z)™1 her iki tiiriin de bagil tohum siklig1 olmak iizere;
Verimler her tiir i¢in mevcut alanla orantilidir.

01 = b1Z1[b1Z1 + by Z,] "My = kyp24[kip21 + 2,] 7T My

Oy = byZy[b1Z1 + by Z,) "My = kp125[kp12, + 1] 7'M,
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Pakes ve Maller rekabet modeli i¢in gerekli bazi parametreleri tanimlayalim:
13, S¢t 1 ve 2 numarali tiirler i¢in yil igindeki artik tohum yogunlugu
X¢, Ve ¢ 1 ve 2 numaral tiirler i¢in t yilinda iiretilen yeni tohum yogunlugu
Py, Q. Bir tohumun kisin hayatta kalma olasiligi
P;, Q;: Tohumlarin ¢imlenme olasiligt
Pg, Q: Bitkilerin yerlesme olasiligi
P4, Q4: Yerlesmis bitkilerin yetiskin olma olasilig1
Genel olarak Py, P, Pg, P,  parametreleri sicaklia, toprak kosullarina ve g¢evresel
degiskenlere baghdir. (1. Tiir i¢in P’li olasiliklar, 2. tiir i¢in ise Q ’lu olasiliklar gecerlidir.)
t yilindaki artik tohumlar, kistan sag kalan, kis aylarinda ¢imlenmemis yeni tohumlarin
yani sira kista hayatta kalan ve uykuda kalan 6nceki yillardan kalan tohumlardan olusur.
e = Py (1 — Pg)lxe—q + 1]
se = Qw1 — Q) [Ye-1 + St-1]

De Wit modelini uygularsak t yilindaki birinci tiir i¢in maksimum tohum havuzuna
asagida gosterilen sekilde ulasilabilir.

D =X +1, = k12M, PyPy PgPgpe_1
i C o ko PaPyPePepiy + QeQ4Quw Q6 G-y

Ikinci tiir i¢in maksimum tohum havuzu:

k21 MQpQ 40w Q6qe—1
PyPy PgPgpi_q + k31QpQ40w Q691

Yetiskin bitkiler ¢ yilinda kisin hayatta kalip t + 1 yilina girenler, ¢imlenip kurulup

+ Ps(1 — Pg)pe—q

qr =Yy +S¢ = + Qs(1 — Q¢)qe-1

ve son olarak yetiskinlige ulasan p; ve g, tohumlari tarafindan olusturulur. t yilindaki

yetiskin i bitki tiirtinii A; i = 1,2, ... seklinde gosterelim.

as ki, M1 A; ()

A (t+1) = + bA,(t
a ) kA, (t) + Ay (t) 1A (0
a,koM,A,(t
A(t+1) =—222 2(8) + byA, (t)

A1 (8) + k21 42(2)
Burada a; = P4PywPsP;, a; = QeQaQuwQs ,
by = Py(1—Pg) , by =Qw(1—Q¢)

Yukaridaki denklemlerde A;(t) yerine c 4; (t), ¢ = (1 — by)/a;M; yazildiginda

degisken sayisi bese diisiiriilmiis olur.

ki24:(t)
ki,A,(t) + Ax(t)

A+ =0-a) + ad, ()
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k1A, (t)

Ay(t+1) =p(1—p) A.(0) + ky1 Ay (D) + BA, ()
— b —p _ a;My(1 — by)
a=b, F= 2“0_6111\/11(1—172)

Yillik ki Bitki Tiiriinde Kararhiik Analizi

Ayrik modellerde kararlilik durumu incelemek i¢in kullanilan yontemler siirekli
modellerin ¢oziimiinde kullanilan yontemlerle karsilastirilabilir. Siirekli modellerde
kararli durum c¢oziimiinde popiilasyon biiyiime orani sifir kabul edilebildigi gibi bu
modelde de A;(t + 1) = A,(t) yazilabilir.(AA; = 0)

Iki tiir modelinde kararlilik icin ii¢ durum s6z konusudur. ilk iki durumda tiirlerden
biri tagima kapasitesine ulasir ve diger tiiriin nesli tiikenir. Ugiincii kararlilik durumu ise
iki tiirlin birlikte yagamasi1 miimkiin oldugunda ortaya ¢ikar.

Birinci popiilasyonun tasima kapasitesine ulastiginda ve ikinci popiilasyonun nesli
tilkendiginde (A4, 0) ¢6ziim A; = 1 degerini verir.

Birinci popiilasyonun nesli tiikkendiginde ve ikinci popiilasyonun tagima kapasitesine
ulastiginda (0, A;) ¢6ziim A, = p degerini verir.

Ugiincii durumu g6z 6niine aldigimizda, kararl hal iki tiiriin birlikte yasamasi1 miimkiin
oldugunda (44, 4,)

A; icin fark denklemi ¢oziiliirse asagidaki esitlik elde edilir.

kqi,A
A =(1- a)m+cm1
1o faz
ki,A1 + A,
ki = k1241 + A;
Ay = k(1 - Ay) (4.8)
Ay=1- ]f—z (4.9)

A, i¢in fark denklemi ¢oziiliirse:

k21A2

A4, =p(1—-p)—
2 =p( 'B)A1+k21A2

+ BA;
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Ay + kyi A,
pkar = Ay + k214,
Ay =p— kizll (4.10)
Ap =kz1(p — A3) (4.11)
(4.8) ve (4.10) un esitliginden yararlanirsak
A _ ka1 (p=ks2)

1-ki2k21

Ayni sekilde (4.9) ve (4.11) esitliklerinden yararlanarak A,’yi hesaplayacak olursak;

. — _ k12(1-pkay)
1 P k,(p—A,) A, = - bulunur.

ko1 (p—k12) k12(1—Pk21))

eklindedir.
1-kizkz1 ' 1-kqzkaq 3

Bu durumda ti¢ kararlilik durumunu (1,0), (0, p) , (

Yerel Kararlilik: Yerel kararlilik durumu i¢in Jacobian matrisi kullanilabilir. Jacobian
matrisi her degiskene gore denklemlerin kismi tiirevlerinden olusan matristir.
/ OF (41, 42) aF(Al,Az)\
0A, dA,

J=1 064, 4,) 9G4, A

Burada A, (t + 1) = F(4,(£), 4;(8)) , A1 (t + 1) = G(A,(¢), A,(t)) dir.
Jacobian matrisi denge noktasinda degerlendirilir.
Xt+1)=(0A,t+1)—A,A4A,(t+1)—A4,)T ve J matrisi (4;,A,)T denge
durumunda degerlendirildiginde lineerlestirilen sistem X(t + 1) = JX(t) seklindedir.
A;(t+1) i=1,2 igin yalniz ve yalmz denge noktasinda yakinsarken lineerlestirilen
sistem orijine yakinsar.

J’nin 6zdegerleri i = 1,2 igin |A;] <1, X(t+ 1) orijine yakinsar.
iz(J) J matrisinin izi olmak iizere |1z(J)| < 1 + det(J) < 2 esitsizligi saglaniyorsa |
matrisinin 6zdegerleri |A;| < 1 esitsizligini saglar.

ki24:(t)
ki,A1(t) + Ay ()

Ait+1D)=010-a) + aA(t)

k214, (t)
Al (t) + kZlAZ (t)

A(t+1) =p(1-p) +BA,(t)
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Sisteminin 6zdegerleri;

Ay (t+1) = F(4,(5), A, (D)) olmak iizere,

- eip (kA1 + As) — k12(k12A1) ta (a — 1)&
= (k1241 + A2)? (k124; + A7)
1+ ka14; 1+ k14,

(1,0) kararlilik halinde tek tiir i¢in kararlilik degerlendirmesi yapildiginda Jacobian

matrisi (1,0) da degerlendirilir.

J= a (cz—l)k—12

0 p(1—PRky+8

Matris iist licgensel oldugundan 6z degerleri kosegen tlizerindedir.

M=a,l;=p(1—Pk; +p
Acikca @ < 1 oldugundan kararlilik A, tarafindan belirlenir. A, < 1 olmasi i¢in

p < olmalidir.

21

a)k12+a O)
-(1- ﬁ)ku B

Elde ettigimiz Jacobian matrisi alt tiggensel oldugu icin 6z degerler esas kosegene esittir.

(0, p) denge durumunda Jacobian matrisi, ] = <(

Al—(l—a)k12+a, 12=ﬁ

Agik¢a, A, = f < 1 oldugundan kararlilik A;’e baghdir. . 1; < 1 olmasi i¢in p < k,
olmalidir.

(A1, A,) denge durumu g6z alindiginda Jacobian matrisi,

k1241 k1241

1-— —_— -1)———

J= ( a) (k1241+A43)2 ta (C( ) (k1241+43)2
- k2143 k2142
-1 1—
p(ﬁ ) (A1+k3145)2 ,0( ﬁ) (A1+ka145)2 + 'B
k12 K21 o .
ve 1 = p—=— oldugu hatirlanirsa matris
" kipA1-4z ka142—Aq

(1-a)Z+a (a—1)2
k12 k12

= ” A seklinde sade hale getirilir.

B

Kararlilik matris izine ve determinantina bagli olacaktir.
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)02

(1-a)A;B a(l_ﬁ)Al-I-aﬂ

kiz pk21
Kararli olmasi i¢in iz(J) < 1 + det(J) < 2 oldugunu géstermek gerekir.
Oncelikle ilk kismi ele alalim. iz(] ) <1+ det())

Az
pkaq

det(J)= ((1 - a) =1 a> <(1 - B>

Gerekli diizenlemelerden sonra det(J) =

(1—-a)A,p n a(l—-p)A,

(1—a)—+a+(1—,8) " pk21

k12

+B8 <1+

+a
k21 g

<1

Sadelestirmenin ardindan, k— + < 1 (4.8)’iuygularsak 1 — A, +

12 Pk21

veya — < p olur.
k21

Kararlilik kosulunun ikinci esitsizligini incelersek, 1 + det(J) < 2

+(1—a)A2ﬁ a(l1-p)A 1

+af <2
kiz pka1 4
a(l B)Al
Yine (4.8) uygulanirsa (1 —a)(1 —A4A))f+————+af <1
a(l—pB)A
ﬁ - ALB + (lﬁAl T <1
aB-a) <1 -p)(1-2)
— — a — —
! pka1

Son durumda esitsizligin sol tarafinin negatif sag tarafinin pozitif oldugu goriilmektedir.

Bu durumda 1 + det(J) < 2 esitsizligi saglanmistir.

(4.11) ozelliginden yararlanarak ad; = ak,(p — A;) < k,1p veya 0 <1 — 2z

pPka1

Denge noktasi1 degerleri pozitif olmali bu durumda p > ki esitsizligi ky ki, > 1,
21

ki, > p’yisaglar. Bu durumda (A4;,A4,) denge noktas1 sadece ve sadece k,, > p > ki

21

oldugunda yerel kararlidir.
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Cizelge 4.1 ki tiiriin kararlilik sartlari

Denge Noktasi 1. Kosul 2. Kosul
(1,0) p < 1 p < ki
k21

0, >k 1
(0,p) p 12 p>—

k21

k21(p—Kk12) ki2(1—pky1) ki, >p 1
1-kizkas ' 1-kizksy p>T—

Bu boliimde, sayisal simiilasyonlar belirli parametre degerleri icin deneylerin
sonucunu gostermektedir. Bu parametreler baslangi¢ kosullariyla birlikte rekabetin
sonuglarini belirler. Grafiklerdeki diiz ¢izgi birinci tiiriin biiyiime egrisini kisa ¢izgi ¢izgi
karsilik gelirken, noktali ¢izgiler popiilasyondaki zamana goére degisimi temsil eder.
Sayisal simiilasyonun sonuglar1 analitik olarak tahmin edilen sonuglarla aynidir, yani

denge noktasi ¢oziimii (0, p) tiim pozitif baglangi¢ kosullari i¢in kararlidir.

15 T T

ikinci Tar

1.5

Birinci Tar

Sekil 4.3 (Atkinson, 1997)
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Sekil 4.3 (0, p) denge noktasinin kararliligin1 gostermektedir. Bu sekilde

parametre degerleri, p > k1,, p > ki olacak sekilde se¢ildi. « = 0.8, £ =0,9,
21

ki, =08 ky; =1.2 ve p =1 degerleri alindi.

ikinci Tiir

1
00 0.5 1

Birinci Tlr

1.5

Sekil 4.4 (Atkinson, 1997)

Sekil 4.4 her iki tliriin hayatta kaldigi durumu temsil eder. Parametreler

=< p < ki, olacak sekilde secilmistir. Secilen degerler: a = 0.6, § = 0.8,

k21
k12 = 14‘, k21 =1.3

(klzl(kp_:“), k112(,1c_p kk“)) noktasi tiim baslangi¢ degerler igin kararlidir.
—R12R21 —R12721

ve p = 1°dir.
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1.5 T

Ikinci Tar

1.5

Birinci Tiir

Sekil 4.5 (Atkinson, 1997)

Sekil 4.5 te parametreler kararliik durumunu saglayan degerlerin disinda

secilmistir. k1, < p < kL esitsizligini saglar. ¢ = 0.8, f§ = 0.9, k,, = 0.9,
21
k,; = 0.5 ve p = 1.2 dir. Bu sekilde ¢oziimler hem (1,0) noktasina hem de (0, p)

noktasina yakinsamistir. (Atkinson, 1997)
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5.  SONUC ve ONERILER

Bu ¢alismada biyolojik olaylarin modellenmesinde kullanilan fark denklemleri ve
diferansiyel denklemlerin ¢6ziim yontemleri, c¢oOziimlerinin denge noktasindaki
davranislar1 ve kararliliklar1 incelenmistir.

Lojistik denklem araciligi ile ayni alani1 paylasan iki tiiriin rekabeti diferansiyel
denklemleri kullanarak matematiksel olarak modellenmis ve olusturulan bu modelin bazi
sabitler i¢in kararlilik kriterleri belirlenmistir. Benzer sekilde fark denklemlerinde de Wit
formiillerini kullanarak iki bitki tiirii rekabeti i¢in matematiksel model olusturulmus ve
bazi sabitler i¢in denge noktalarinin kararlilig1 incelenmistir.

Bu tezde fark denklemleri ve diferansiyel denklemler ¢6ziim yonleriyle ve

kullanildiklar1 problem tiiriine gore karsilagtirilmistir.
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