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OZET

BAZI LINEER KUATERNIYONIK VE OKTONYONIK
DENKLEM (SISTEM) LERININ INCELENMELERI

Tezde, kompleks kuaterniyon cebiri H. de
AX =XA, AX=XB, AX-XA=C, AX-XB=C, AX—-X4A'=C, £ X-XA=C

formlarindaki denklemler dikkate alind1 ve reel oktonyon cebiri O de ise
a(xa)=p, a(xf)=p, (@ax)f=p, ax-(ax)f=p, ax-a(xp)=p,

xa—(px)a=p, xa—pB(xa)=p, (ax)f+(yx)d=p, a(xp)+y(x5)=p
formlarindaki denklemler ve

ax+yb=c ax+yb=c ax+by=c ax+yb=c ax+ya=c ax+yb=c
xa+yb=d  ax+by=d xa+by=d xb+yb=d  xb+yb=d  xa+by=d

formlarindaki denklem sistemleri dikkate alindi. Kompleks kuaterniyonlarin ve reel
oktonyonlarin matris temsillerini kullanarak bu denklemlerin ve sistemlerin reel temsili
sistemleri olusturuldu. Temsili sistemlere dayali bu denklem ve sistemlerin
coziilebilirlikleri aragtirildi. Bu temsili sistemlerin ¢oziimlerinin varligr ve tekligi igin
gerekli ve yeterli sartlar elde edildi. Temsili sistemlerin ¢oziimleri kapali formlarda

verildi ve buradan dikkate alinan denklem ve sistemlerin ¢éziimlerine ulasildi.

2014, 132 sayfa

Anahtar Kelimeler: Kuaterniyonik denklemler; Kompleks kuaterniyonik denklemler;

Oktonyonik denklemler; Reel denklem sistemleri; Oktonyonik denklem sistemleri.
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ABSTRACT

INVESTIGATING OF SOME LINEAR QUATERNIONIC AND OCTONIONIC
EQUATIONS AND SYSTEMS

In this thesis, the following linear complex quaternionic equations of the forms
AX =XA, AX=XB, AX-XA=C, AX-XB=C, AX-XA"=C, A/ X-XA=C

are considered over the complex quaternion algebra H., and over the real octonion

algebra O, the following linear real octonionic equations of the forms
a(xa)=p , a(xP)=p , (@x)B=p, ax—(ax)f=p, ax—a(xf)=p,

xa—(px)a=p, xa—pB(xa)=p, (ax)f+(yx)5=p, a(xf)+y(x5)=p
and the following linear real octonionic systems of the forms

ax+yb=c ax+yb=c ax+by=c ax+yb=c ax+ya=c ax+yb=c
xa+yb=d  ax+by=d xa+by=d xb+yb=d  xb+yb=d  xa+by=d

are considered. Using the real matrix representation of complex quaternions and real
octonions, the real representation systems for these equations and systems are
established. Based on them the solvabilities of these equations and systems are
investigated. Necessary and sufficient conditions for the existence of a solution or a
unique solution to these representation systems are obtained. The solutions of the real
representations systems are given and therefore the solutions of the considered

equations and systems are reached.

2014, 132 pages

Key Words: The quaternionic equations; The complex quaternionic equations; The

octonionic equations; The system of real equations; The system of octonionic equations.
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1. GIRIS

1.1.  Kuaterniyon Kavram

<R,+,.> yazilimi ile hem cisim hem de < R,+,.,R > yazilimi ile kendisi iizerinde
1 boyutlu vektor uzay olma 6zelligini tasiyan R reel sayilar kiimesi, < C,+,.> yazilim ile
hem cisim hem de <C,+,.,R > yazilimi ile R cismi iizerinde 2 boyutlu vektor uzay olma
ozelligini tastyan ve i = —1 olmak iizere {1,i} taban kiimesine sahip C = {a+bi:a,b e R}
seklinde ifade edilen C kompleks sayilar kiimesine genisletilmistir. Bu genislemenin,
matematiksel problemlerin ¢éziimlemelerinde duyulan eksikligin giderilmesi ve fiziksel
problemlerdeki ifade giicliigiiniin asilmasi amagh yapildigir bilinmektedir. Bu genisleme
bi¢imine benzer olarak, <Hp,+,.> yazilimi ile hem aykir1 cisim (degismeli olmayan
cisim) hem de <Hy,+,.,R > yazilimi ile R cismi iizerinde 4 boyutlu vektdr uzay olma

ozelligini tagiyan ve

olmak tizere {1,7, j,k} taban kiimesine sahip

H, ={a=a,+ai+a,j+ak : a R, s=0,1,2,3}
seklinde ifade edilen ve reel kuaterniyonlar kiimesi olarak isimlendirilen H,, R ve C
kiimelerini kapsayan bir kiimedir. Literatiir bilgisine gore H reel kuaterniyonlar yapisi

ilk defa 1843 yilinda Irlandali matematik¢i William Rowan Hamilton tarafindan
tanimlanmig (Hamilton, 1844; 1853; 1866; 1899), kuaterniyonlarin bir skaler ile bir
imajiner bilesene sahip bir vektdrden olusan elemanlar olarak diisiiniilmesi (Silva ve

Martins, 2002), boylece skaler ve vektorlere iliskin 6zelliklerin nerede ise tamaminin



kuaterniyonlar i¢in de saglaniyor olmasi, kuaterniyonlar kiimesinin ilgingligini artirmakla
birlikte bu 0Ozelligi ile kuaterniyonlar fiziksel niceliklerin temsilinde ¢ok Onemli rol
oynamislardir. Fiziksel problemler igerisinde, donme ve oteleme hareketinin temsilinde,
donme hareketi ile iliskili olan agisal yerdegistirme, agisal hiz, agisal ivme ve momentum
niceliklerinin tiiretilmeleri konularinda kuaterniyon yapilart olduk¢a sik gorilmiistiir
(Chou, 1992).

{1,i,j,k} taban elemanlarinin katsayilarmin bulundugu yapilara goére farkl
kuaterniyonlar tiiretilmis ve yeni yapilar igerisinde kuaterniyonlar tekrar incelenmistir.
Hamilton tarafindan 1843 yilinda tamimlanan reel katsayili kuaterniyonlar, reel
kuaterniyonlar olarak isimlendirilirken kompleks katsayili kuaterniyonlar kompleks
kuaterniyonlar ve dual say1 katsayili kuaterniyonlar da dual kuaterniyonlar olarak
isimlendirilmislerdir. “reel ve kompleks interval say1”, “reel ve kompleks interval vektor”
ve “reel ve kompleks interval matris” kavramlar1 da sirasiyla, “kuaterniyon interval sayt”,
“kuaterniyon interval vektor” ve “kuaterniyon interval matris” kavramlarina genisletilmis

ve bu yeni kavramlarin saglamis olduklar bazi 6zellikler belirlenmistir (Bolat ve Ipek,

2010).

1.2. Oktonyon Kavrami

Hem <Og,+,.> yazilm ile cisim aksiyomlar igerisinde degisme ve birlesme
ozelligini saglamayan bir yapt hem de <Og,+,.,R> yazilim ile R cismi lizerinde 8

boyutlu vektdr uzay olan bir yap1 olan reel oktonyonlar kiimesi

e, =1, e=i,e,=],e,=k, e, =e, e;=ie, ¢, = je, e, =ke

esitlikleri ile tanimli (¢arpim islemi tablosu ileriki kisimda verilecek) taban elemenlarina
sahip olup, bir o reel oktonyonu, taban elemanlarinin bir lineer toplami olarak

a, R, i=0,..,7 icin



a=a. e +ae +ae +a, e;+a,e, +ase +oe +ase,

bi¢iminde ifade edilen hiperkompleks bir sayidir. O, reel oktonyonlar kiimesi ig¢in,
RcCcH, <O,

kapsama zinciri yazilabilir.

Oktonyonlarda taban elemanlarinin katsayilarinin bulunduklar1 yapilara gore
degisik sekillerde isimlendirilirler. Katsayilarin reel olmalar1 durumunda reel oktonyonlar
olarak isimlendirildikleri gibi, katsayilarin kompleks olmalar1 durumunda kompleks
oktonyonlar, katsayilarin dual sayilar olmalari durumunda dual oktonyonlar bigiminde de
isimlendirilirler. Oktonyonyon yapilari, Kuantum mekanigi (Benkart ve Perez-Izquierdo,
1999; Bremmer, 1999; Leo ve Rotelli, 1997), Kuantum Hall Olay1 (Bernevig ve ark.,
2003), Dalga denklemi formulasyonu (Leo ve Abdel-Khalek, 1996a; 1996b; Marques,
1988; Marques-Bonham, 1991; Marques-Bonham, 1990; Davies ve Joshi, 1986; Edmonds,
1992), Alan Teorisi (Adler, 1995; Kurdglaidze, 1986), Parcacik fiziginde i¢ simetriler
(Giirsey, 1996), Clifford cebiri temsilleri (Okubo, 1995; Lounesto, 1997) gibi matematigin

ve fizigin uygulama alanlarinda sik¢a goriilmiistiir.

1.3. Kapsam ve Onem

Cogu fiziksel durumun matematiksel modellemeleri lineer denklemleri ve sistemleri
ile ifade edilebilirken, ¢cogu zaman da bir¢ok matematiksel problem lineer denklem ya da
sisteme indirgenmektedir. Boylece dikkate alinan problemlerin ¢oziimlerine, problemleri
temsil eden lineer denklem ya da denklem sistemleri {izerinden ulasilmaktadir. Bu sebepten
lineer denklem ya da sistemlerin incelenmeleri {izerine iiretilen herbir sonug, 6neme sahip
olabilmektedir. Lineer denklemlerin ya da sistemlerin ¢6ziimlerinin varligi ve tekligi
tizerine elde edilen bilgiler, ¢oziimleri bulma metodlar ve ¢oziimlerin ifade edilme sekilleri

matematik ve fen bilimlerinin her alaninda kullanilabilmistir.



Problemlerin yapilar1 geregi modellenen problemlerin ¢oziimlerini, farkli cebirsel
yapilar (Reel sayilar kiimesi (R), Kompleks sayilar kiimesi (C), Reel kuaterniyonlar

kiimesi (Hp ), Kompleks kuaterniyonlar kiimesi (H ), Reel oktonyonlar kiimesi (Oy ) ve
Kompleks Oktonyonlar(O.) vb.) igerisinde arama zorunlulugu oldugu bilinmektedir.

Cebirsel yapilarin farkli 6zellikler tasimalari, biinyelerinde incelenen denklemler ve
denklem sistemlerinin ¢dziimlerine ulasma yontemlerinde farkliliklar olusturmus ve dogal
olarak ulasilan ¢oziimlerin ifade edilme bi¢imleri de degiskenlik gostermistir.

Calismamizda, kompleks kuaterniyon cebiri H. de
AX =XA, AX=XB, AX-XA=C, AX-XB=C, AX-XA' =C, AX-XA=C
formlarindaki denklemler, reel oktonyon cebiri Oy de
a(xa)=p , axf)=p , (@0)fi=p, ax—(a0)fi=p, ax-a(xh)=p,

xa—(px)a=p, xa—pB(xa)=p, (ax)f+(rx)5=p, a(xf)+y(x5)=p

formlarindaki denklemler ve

ax+yb=c ax+yb=c ax+by=c ax+yb=c ax+ya=c ax+yb=c
xa+yb=d’ ax+by=d’ xa+by=d xb+yb=d  xb+yb=d  xa+by=d

formlarindaki denklem sistemleri dikkate alinmakta, kompleks kuaterniyonlarin ve reel
oktonyonlarin matris temsillerini kullanarak bu denklemlerin ve sistemlerin reel temsili
sistemleri olusturulmus, temsili sistemlere dayali dikkate aliman denklem ve sistemlerin
coziilebilirlikleri arastirilmis, temsili sistemlerin ¢oziimlerinin varhigi ve tekligi icin gerekli
ve yeterli sartlar elde edilmis, temsili sistemlerin ¢oziimleri kapali formlarda verilmis ve
buradan dikkate alinan denklem ve sistemlerin ¢oziimlerine ulasilmistir.

Fen bilimlerinde kendilerine ¢ok sik yer bulan yukaridaki ilgili denklemlerin ve
sistemlerin degismeli cebirlerden farkli olan ve bu cebirleri kapsayan degisme ve birlesme
0zelligi olmayan cebirlerde incelenmelerinin, alisilmadik incelemelere gerek duymalari

caligmay1 kapsamli kilmistir.



Lineer denklemler ve denklem sistemleri lizerine edinilen her bulgunun, fen
bilimlerinde bir uygulama alan1 buldugunu gdsteren bilimsel ¢alismalar; tezin fen bilimleri

alanina bir katkis1 olacagina da ayrica isaret etmektedir.

Belirlenen lineer kompleks kuaterniyon denklemleri ile lineer oktonyon
denklemlerinin ve sistemlerinin ¢oziimlerinin varligi ve tekligi ile ilgili gerek ve yeter
kosullar sunabilme, ¢oziimlerini analitik bir bi¢imde ifade edebilme, ¢oziimleri
siniflandirabilme ve ifade edebilme, c¢oziimlerin dogruluklarini somut oOrnekler ile

bilgisayar programlarindan faydalanarak kontrol etme ¢alismamizin amaglaridir.



2. ONCEKi CALISMALAR

Literatiirde; Reel kuaterniyon (Hp ), Kompleks kuaterniyon (H. ), Reel oktonyon
(Og) ve Kompleks oktonyon (O.) cebirsel yapilar igerisinde lineer denklemlerin

(sistemlerin) ¢oziimlerinin incelendigi calismalar olduk¢a fazladir. Bu bélimde, bu tez
caligmasinin hazirlanmasinin gerekliligine isaret eden ¢alismalardan s6z edilecektir.

Johnson (1944), bir cebirsel bolim halkasi {izerinde xa =x+/f formundaki
denklemin ¢6ziimlerinin kiimesini vermistir.

Hung (1996), kompleks temsilleri kullanarak kuaterniyon cismi iizerinde
AXB—-CXD =E

formundaki matris denkleminin tek ¢oziimiinii ve ayrica ¢oziimiin varligi i¢in gerekli ve
yeterli kosullar1 vermistir.

Porter (1997), kuaterniyon cebiri lizerinde ax+ xb=c formundaki kuaterniyonik
denklemin ¢6ziimlerini siniflandirmastir.

Zhang (1997), kuaterniyonlar ve kuaterniyon matrisleri tizerine bazi bilgiler vermis
ve ayrica kompleks matrislerin kuaterniyonik benzerligi {izerine incelemelerde
bulunmustur.

Tian (1999a), genel reel Cayley-Dickson cebirinin yani sira reel kuaterniyon,
oktonyon ve sedeniyon cebirlerinde elemanlarin benzerligi ve eslenik benzerligi
kavramlarin1 kullanmis ve bu cebirlerde ax =xb ve ax =xb formunda iki temel denklemi
incelemis ve ¢oziimlerini vermistir.

Tian (1999b), reel kuaterniyonlarin matris temsillerini sunmus, matris temsilleri
arasinda bazi esitlikler kurmus ve kurulan bu esitlikler yardimi ile baz1 kuaterniyonik
denklemlerin ¢éziimlerini vermistir.

Tian (2000), oktonyonlarin reel matris temsillerini sunmus, matris temsilleri
arasinda bazi esitlikler kurmus ve kurulan bu esitlikler yardimi ile bazi oktonyonik

denklemlerin ¢éziimlerini elde etmistir.



Grob, Trenkler ve Troschke (2001), kuaterniyonlarin ¢arpimi i¢in matris-vektor
carpiminit kullanarak iyi bir matris yaklasimi elde etmiglerdir. Temel reel matris olarak
isimlendirdikleri matrisin Ozelliklerini vererek bir kuaterniyonun #-inci kuvvetinin
hesaplanmasi iizerine sonuglar bulmuslardir.

Flaut (2001), ax=xb and ax=Xxb formlarindaki kuaterniyonik ve oktonyonik
denklemlerin ¢éziimlerini incelemistir.

Wang (2005), reel kuaterniyon cebiri lizerinde
AX=C, A4,X=C,, 4, XB,=C, ve 4, XB,=C,
matris denklemlerinin sistemini inceleyerek ve bu sistemlerin genel ¢oziimlerinin ifadesi ve
varlig1 i¢in gerekli ve yeterli kosullar1 vermislerdir.

N
Shpakivskyi (2006), > a,xf, =p formundaki lineer kuaterniyonik denkleminin
s=1

¢Oziimiinii elde etmistir.

Janovska ve Opfer (2008), baz1 lineer kuaterniyonik sistemler ile
N
2. axB =p
s=1

formundaki genel lineer kuaterniyonik denklemini matris metoduyla ¢ézmiislerdir.

Wang, Yu ve Zhang (2009),
AXB =C,, 4,XB, = C,

kuaterniyon matris denklemlerinin genel reel ¢ozlimlerinin varligr i¢in gerekli ve yeterli
kosullar1 belirlemis ve ¢oziimlerin var olmalari durumunda ¢oziimlerin genel ifadelerini

elde etmislerdir. Ayrica,
AXB =C,, A,XB,=C,, 4,XB, =C,

kuaterniyon matris denklemlerinin ¢oziimlerinin varlig i¢in gerekli ve yeterli kosullari
vermislerdir.
Kyrchei (2010), baz1 sag, sol ve iki yanli kuaterniyon matris denklemleri i¢in siitun

ve satir determinantlarinin teorisi ¢ergevesinde Cramer kuralini elde etmistir.



Wang (2010), kuaterniyonik matrisin reel temsilini elde etmis ve elde ettigi temsili
matrisin bir pozitif (yar1) tanimli kuaterniyonik matris ile iligkilerini vermistir. Temsili
matris yardimiyla reel matris denklemlerinin ve pozitif (yar1) tanimli kuaterniyonik matris
denklemlerinin ¢oziimleri arasindaki iliskiyi incelemistir.

Song ve Wang (2011), AXB=C bigimindeki lineer kuaterniyon sisteminin tek

¢Oziimii i¢in Cramer kurali i¢erikli bir metot vermislerdir.
N
Shpakivskyi (2011), axf+yxd=p ve 2axp =p formlarindaki bir
s=1

bilinmeyenli lineer kuaterniyonik denklemleri incelemistir.

Helmstetter (2012) ve Mierzejewski (2011), H, de

ax+xb=c

formundaki kuaterniyonik denklemlerin ¢éziimleri {izerine baz1 sonuglar sunmuslardir.
Bolat ve Ipek (2012), a(xa)=(ax)a=axa=p, 0#zacO formundaki bir

bilinmeyenli lineer oktonyonik denklemin ¢oziimiinii matris metoduyla elde etmislerdir.
Flaut ve Shpakivskyi (2013), kompleks kuaterniyonlarin sag ve sol reel matris

temsillerini incelemislerdir.



3.

MATERYAL VE YONTEM

Materyal ve Yontem seklinde iki kisma ayrilan bu boliimiin materyal kismi; lineer

denklem ve denklem sistemleri ile reel ve kompleks kuaterniyon cebiri ve reel oktonyon

cebiri lizerine temel literatiir bilgilerini igerirken, yontem kismi; kuaterniyonlar ve

oktonyonlar cebirinde dikkate alinan denklemler ve sistemler ilizerine elde edilen 6zgiin

bulgularin sunulmalarini igermektedir.

3.1.

iiif)

MATERYAL

Bu boliim,

lineer denklem ve denklem sistemlerinin tanimlari, matris-vektdr formlarinda
ifadeleri, ¢oziimlenebilirlikleri, ¢dzlimlerinin varlig1 ve tekligi, tek olan ¢oziimlerin
ifade edilmeleri ve matrislerin genellestirilmis tersleri yardimi ile ¢dziimlerin
ifadeleri,

reel ve kompleks kuaterniyonlarmin tanimlanmalari, saglamis oldugu cebirsel
Ozelliklerin verilmeleri, reel matris temsillerinin sunulmalari, reel matris
temsillerinin saglamis oldugu cebirsel 6zelliklerin verilmeleri,

reel ve kompleks oktonyonlarmin tanimlanmalari, saglamis oldugu cebirsel
Ozelliklerin verilmeleri, reel matris temsillerinin sunulmalari, reel matris

temsillerinin saglamis oldugu cebirsel 6zelliklerin verilmeleri

tizerine gerekli 6zet bilgiler icermektedir.
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3.1.1. Lineer Denklem Sistemleri

Bu kisimda, yontem bdliimiinde sunulan 0zgiin sonuglarin elde edilmeleri
asamalarinda lineer denklemler ve sistemler i¢in kullanilan gerekli literatiir 6zet bilgiler
verilmistir.

Tammm 3. 1. 1 K bir cisim, a,,b € K elemanlar verilen sabitler ve x,,x,,....,x, ler K da

aranan bilinmeyenler olmak iizere
ax, +a,x,+..+ax, =b
seklindeki ifadeye bir lineer denklem denir (Isik, 2002).

Tanmmm 3. 1. 2 K bir cisim ve b,b,,b;,....,0,, a;€K (1<i<m,1<j<n) belirlenen

sYm o

sabitler ve x,,x,,...,x, ler K da aranan bilinmeyenler olmak {izere

1n""n

a,x, +a,x, +..+a,x, =b
ay X, +a,x, +..+a, x, =b,

ay X, +a,Xx, +...+a,,x, =b, (3.1)

a,x, +a x,+.+a, x =b,

seklinde verilen ifadeye n bilinmeyenli m denklemden olusan bir lineer denklem sistemi

denir (Bozkurt, Tiiren ve Solak, 2005). Bu denklem sistemi kisaca,
Za[jxj =b, 1<i<m
j=l1

seklinde de ifade edilebilir (Callialp ve Kuroglu, 1996).

Tamm 3. 1. 3 (3.1) ile verilen sistemde b =[), ,bz,bS,...,bm]T siitun vektori sifir ise

a,x, +a,x, +..+a,x, =0
Ay X, +apX, +...+a,,x, =0
ay X, +a,x, +..+a,,x, =0

a,x+a,x,+..+a,x =0

mn--n

sisteme homojen lineer denklem sistemi denir (Bozkurt, Tiiren ve Solak, 2005).
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M,, (K ) daki matris ¢carpimi hatirlanirsa, (3.1) sistemi matris vektér formunda

Amxn xnxl = bmxl

olarak yazilir. (3.1) sisteminin incelenmesinde dogal olarak agagidaki sorular belirecektir.

1) Calisilan yap1 igerisinde Ax =b denklem sistemini saglayan x,, vektorii var midir?

2) Eger (1)’in cevabi “evet” ise, sonraki soru; “kag tane x ¢ozlim vektori vardir?”

3) Eger (1)’in cevabi “hayir” ise, diger soru; ‘“uygun bir yaklasiklik tanimi

cercevesinde, Ax =b denklem sistemini yaklasik olarak saglayan bir x vektorii var midir?”

Coziimiin varligl, ¢oziim sayisinin belirlenmesi, bir tane olmasi, ¢dziimiiniin
olmamas1 ya da yakin ¢dziimlerin elde edilmesi bilimsel problemlerin incelenmelerinde
temel ilgi konularidir. (3.1) sistemi ¢oziimli ise tutarli sistem aksi halde tutarsiz sistem

olarak adlandirilir.

3.1.1.1.  Ax=Db Sisteminin Coziimlerinin Varhg

Bu boliim, 4x =5 sisteminin ¢oziimlerinin varligi ve bu ¢oziimlerinin varlig: ifade
edilmelerine iliskin 6zet bilgiler icermektedir.

n bilinmeyenli ve m denklemli (3.1) sisteminin 4, x, , =b, , matris vektor formu

dikkate alinsin. K =R yada K =C kabul edilsin.

Teorem 3. 1.1 Ax =b seklindeki lineer denklem sisteminde rankd = p ve rank[A:b]=q

olsun. Bu durumda Ax = b sistemi;

1) p < q ise ¢oziime sahip degildir.
2) p =q = n ise bir tek ¢dziime sahiptir.

3) p=q ve p<n ise n— p tane parametreye bagli sonsuz ¢oklukta ¢cdziime sahiptir

(Venit ve Bishop, 1985).
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m=n olmast durumunda A4 _ x _, =b

nxn” nxl — “nxl

sisteminin ¢Oziimii ile A4 katsayilar

matrisinin yapisi arasinda yakin iliski vardir.
Teorem 3. 1. 2 4 n— kare matrisi i¢in asagidakiler denktir:

1) A tersinirdir.

2) Herhangi bir b vektorii igin Ax = b bir tek ¢oziime sahiptir.

3) Ax =0 yalnizca agikar (x = 0) ¢6ziime sahiptir.

4) A ’nin satir-indirgenmis eselon formu / birim matrisidir (Venit ve Bishop, 1985).

Yukaridaki temel teoremlerden goriilmektedir ki Ax =5 denklem sisteminin
¢Ooziimleri hakkinda bilgi sahibi olmak farkli irdelemeleri gerektirmekte olup
genellestirilmis terslerin kullanildig1r incelemelerde vardir. Bu teori verilmeden Once,
uygulamali bilimlerin hemen hepsinde ortaya ¢ikan reel matrislerin genellestirilmis tersleri

ile ilgili tanim ve baz1 6zellikler verilecektir.

3.1.1.2.  Genellestirilmis Tersler ile Ax =b Sisteminin Incelenmesi

Tamm 3. 1. 4 mxn tipinde reel A4 matrisi i¢in asagidaki kosullar1 saglayan bir 4~ matrisi

varsa, A ’ye A ’nin genellestirilmis (Moore-Penrose) tersi, yani g -tersi denir.
(Gl1) AA ve A A simetriktir.

(G2) A4 A= Admw.

(G3) A AA" = A dir (Graybill, 1983).

Teorem 3. 1. 3 A4 matrisi mxn tipinde herhangi bir matris olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler mevcuttur (Graybill, 1983):
i) A matrisinin g -tersi nxm tipindedir.

ii) A matrisi sifir matrisi ise g -tersi nxm tipinde sifir matrisidir.
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iii) Her A matrisi bir g -tersine sahiptir.
iv) Her A4 matrisi icin bir tek g -ters vardir.
V) (A" =(4)" dur.

vi) (A7) =4 dur.

vii) (474 =4 (4") dir.

viii) (A447) =AA ve (4 A) =A A dir.

ix) A simetrik ise 4~ de simetriktir.

X) A" =A ise A4 =A A dur.

xi) A matrisi non-singiiler ise 4™ = 4~ dir.

Asagidaki teorem Ax =b sisteminin ¢Oziimii i¢in genellestirilmis tersler ile ilgili

teorinin temelini olusturur.

Teorem 3. 1. 4 Ax =5, sisteminin tutarli olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul A4 b=b
olmasidir (Graybill, 1983).

Asagidaki teoremde Ax =5 denklem sisteminin en az bir ¢dziime sahip oldugu
kabul edilerek ¢oziimlerin sayist ve genel ¢éziimiin bi¢cimi verilmektedir. Ayrica teorem,
sistemin tiim ¢6ziimlerini verdiginden dolay1 lineer denklem sistemleri teorisinde oldukca
kullanighdir.

Teorem 3. 1. 5 Herhangi bir 4, parametreler vektorii i¢in ¢6ziimli olan 4, x, , =b

mxn” nxl — “mxl

sisteminin tiim ¢oziimleri
x=Ab+(I—-A4 A)h (3.2)

formunda sonsuz ¢okluktadirlar (Rao ve Mitra, 1971).

Sonuc¢ 3. 1. 1. 4Ax =5 sistemi tutarli olsun. Bu durumda, x = A b ’nin tek ¢6ziim olmasi

icin gerekli ve yeterli kosul 4”4 =1 olmasidir.

Sonu¢ 3. 1. 2. Ax=5, sistemi tutarli olsun. Bu durumda, sistemin tek bir ¢Oziimiiniin

olmasi icin gerekli ve yeterli kosul A4 'nin rankinin » olmasidir.



14

3.1.2. Reel Kuaterniyonlar Cebiri

Bu boliim, reel kuaterniyonlar cebiri hakkinda bazi 6zet bilgiler icermektedir.

Tanmm 3.1.5 g, a,,a,,a, R ve 1, i, j,k taban elemanlar1

ij=k, jk=1, ki=j, (3.3)

carpim kurallarma sahip olmak iizere a=aq,+aji+a,j+ak formundaki sayilara reel

katsayili kuaterniyonlar veya reel kuaterniyonlar denir.

(3.3) ile verilen ¢arpim kurallari, 3- boyutlu kartezyen koordinat sisteminin baz

vektorleri kullanilarak geometrik olarak Sekil 3. 1 de verilmektedir.

-
Sekil 3. 1. 1,4, j, k kuaterniyon baz vektorlerinin geometrik gosterimi

Geometrik olarak 3-boyutlu Euclidean uzay E’ ile gosterilirken bu uzaym standart
taban vektorleri i,j ve k ile gosterilitler. E*’e izomorf olan 3-boyutlu R’ uzaymin
standart taban vektorleri e,e, ve e, ile gosterilirler. Benzer olarak Hy 4-boyutlu reel

kuaterniyonlar uzaymin standart taban vektorlerinin geometriksel bakis acisiyla
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gosterimleri 1,i, j ve k olup cebirsel bakis agisiyla gosterimleri ise ey, e ,e, ve e, tir.

Boylece, 1=¢,, i=e¢, j = e, ve k = e, gosterimsel denklikleri yazilabilir.
Reel kuaterniyonlar kiimesi
H, ={a=a,+ai+a,j+ak : a R, s=0,1,2,3}

ile tanimlanir.

a=a,+aji+a,j+ak olmak iizere a kuaterniyonunun reel kismi Rea=gq, ve

imajiner kismu Ima = a;i +a, j +a,k dir. Bu tamimlara gore;

i) a=Rea+Ima, (3.4)
i)  (Ima)’ =—|Imal’, (3.5)
i) @’ —2Rea)a+|a =0 (3.6)

bagintilar1 gegerlidir (Zhang, 1997).

Tamm 3. 1. 6 a € H kuaterniyonu igin;

i) a,=a, =a,=a, =0 ise a sifir kuaterniyon olarak isimlendirilir.
ii) a, =a, =a, =0 ise a =Rea = g, skaler kuaterniyon olarak isimlendirilir.
iii) a, =0 ve a,,a,,a, lerden en az biri sifir degilse a = a,i + a,j + a,k kuaterniyonuna

vektor kuaterniyon denir.

[lerleyen kisimlarda aksi belirtilmedik¢e a,b € Hy kuaterniyonlari
a=a,+aji+a,j+ak ve b=b,+bi+b,j+bk

seklinde kabul edilecektir.

Tamm 3. 1. 7 (iki kuaterniyonun esitligi) a,b € H kuaterniyonlari igin,
a,=b,, a,=b, a,=b,, a, =b,

ise a,b kuaterniyonlarina esit kuaterniyonlar denir.
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Tamm 3. 1. 8 (iki kuaterniyonun toplam ve farki) a,b € H, kuaterniyonlarinin toplami
ve farki,

atb=(a,xth)+(a,£h)i+(a,£bh,)j+(a,£b)k
ile tanimlanir.

Tamm 3. 1. 9 (iki kuaterniyonun ¢arpimi) a,b € H, kuaterniyonlarinin garpimi,

ab =(ayh, —ab —a,b, —a;b,)+(ab, +ab —ab, +a,b,)i 3.7
+(aby +ab, +agh, —ab,) j+(ab, — ah, +ab, +ab, )k '

dir. u=aji+a,j+ak ve v=bi+bj+bk E’ de (3-boyutlu Euclidean uzayinda)

vektorler olmak iizere, a.b ¢arpimi ayrica
ab=ab,—u-v+ay+bu+uxv

seklinde de tanimlanir.

Reel kuaterniyonlarin toplami ve carpimi islemleri asagida verilen ozelliklere

sahiptirler.
i) Iki reel kuaterniyonun toplami ve ¢arpimu bir reel kuaterniyondur.
ii) Reel kuaterniyon toplami ve ¢arpimi bilesimlidir.

iii) Reel kuaterniyon ¢arpimi, toplama {izerine sagdan ve soldan dagilimlidir.

iv) Reel kuaterniyon c¢arpimi degismeli degildir. Yani; her a,beHy i¢in ab=ba

olmasi gerekmez.

Tanmm 3. 1. 10 (Bir kuaterniyonun bir skaler ile carpimi) a € H; kuaterniyonunun bir

k € R skaleri ile ¢arpimu,
k.a =ka,+ (ka,)i+ (ka,)j+ (ka,)k (3.8)

ile tanimlanir.
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Tamm 3. 1. 11 (iki kuaterniyonun skaler ¢arpimi) a,b € H, kuaterniyonlarmin skaler

carpimi,
(a,b)= Y a,b, (3.9)

ile tanimlanir.

Tamm 3. 1. 12 (Bir kuaterniyonun eslenigi) « € H; kuaterniyonunun eslenigi,
a=a,—aji—a,j—ak (3.10)

ile tanimlanir.

Onerme 3. 1. 1 a,b € H, kuaterniyonlari ve «, 8 € R igin;

i) a +a =2Re(a)=2a,, a—a=2Im(a),

ii) ab=ba,
i) (a)=qa,
iv) @ = _a,

\)) (aa+,3b)=ac7+ﬂl;
esitlikleri gecerlidir (Zhang, 1997).
a’eHy reel kuaterniyonu a" =a,+ai—a,j—ak Dbi¢giminde tanimlansin. Bu

durumda asagidaki 6nerme verilir.

Onerme 3.1.2 a,b,x e H , kuaterniyonlari i¢in;
i) (a*)* =a,

i) (xa)" =x"a",

i) (a+b) =a'+b",

iv) a‘i=ia, ai=ia" ve —a =iai

esitlikleri mevcuttur (Flaut ve Shpakivskyi, 2012).
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Tamm 3. 1. 13 (iki kuaterniyonun benzerligi) a,b € H, kuaterniyonlari igin,
a~bsay,=b,vea' +a; +a; =b} +b; +b; (3.11)
ya da
a~b < Re(a) =Re(b) ve [Ima|=|Imb| (3.12)

ise a,b kuaterniyonlari benzerdir denir (AuYeung, 1984; Brenner, 1951).

Tamim 3. 1. 14 (Bir kuaterniyonun normu) a € H, kuaterniyonunun normu,

||a||:\/a§+a12+a§+a32 (3.13)

ile tanimlanir.

Tanmm 3. 1. 15 (Birim reel kuaterniyon) ||a|| =1 olan a € Hy; kuaterniyonuna birim reel

kuaterniyon denir.

Onerme 3. 1. 3 a,bh € H, kuaterniyonlarinin ¢arprmlarinin normu,
a2 = lal] (3.14)

seklindedir.

Onerme 3. 1. 4 a,b € H kuaterniyonlart igin,

Re(ab) = Re(ba) (3.15)
seklindedir.
Tammm 3. 1. 16 (Bir kuaterniyonun c¢arpimsal tersi) 0=a < H, kuaterniyonunun

carpimsal tersi, a”' € Hy,

1 a
a =5
o

(3.16)

ile tanimlanir.
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Onerme 3. 1. S a,,a,,....,a, € Hyve a,,a,,...,a, #0 olmak lizere bunlarin ¢arpimlarinin
carpimsal tersi,

-1 -1 -1 -]
(a,a,..a,) =a, ..a, q,
seklindedir.

Onerme 3. 1. 6 Sifirdan farkli c,d skaler kuaterniyonlari ve p,q sifirdan farkli vektor

kuaterniyonlar1 i¢in asagidaki bagintilar gegerlidir:

) cd'=dle="2,
d,
ii) c"p:pc"lzﬁel+&ez+&e3,
0 o 0
N S
iii) ¢ =p ¢ —(_p]el — D16 —p3e3) .

PP+
Tammm 3. 1. 17 ¢#0 olmak iizere p,q e H, kuaterniyonlar: i¢in pg ' kuaterniyonuna

p’nin g ile soldan boliinmesi ve ¢~'p kuaterniyonuna p ’nin ¢ ile sagdan boliinmesi

denir.

pg”' veya ¢ 'p kuaterniyonunun normu, p ’nin normunun ¢ ’nun normuna

boliimiine esittir:

- _ |, =M
Hpq H Hq p” la|

Tamm 3. 1. 18 a € H; kuaterniyonunun vektdr temsili,
E=vec(a)=[ao,al,a2,a3]T (3.17)

ile tanimlanir.
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Boylece, aeH; kuaterniyonunun esleniginin (a = aye, —a,e, —ae, —ase;) vektor

temsili de
5:vec(ﬁ):[ao,—al,—az,—a3]T (3.18)
seklinde ifade edilir.

3.1.2.1.  Bir Reel Kuaterniyonun Sag ve Sol Matris Temsilleri

Tamm 3.1.19 a =a, +a,i + a,j + a;k € Hy kuaterniyonunun sag matris temsili

a, —a —a, —4
a a —a, a
pay=| ' o (3.19)
a, a 4, —q
a, —a, a, a,
seklinde 4x4 tipindeki reel matristir (Tian, 1999b).
¢(a) matrisinin ¢, birinci siitunu, @ “nin vektorel temsili olup @ = ¢, dur.
Onerme 3. 1.7 a,x € Hy verilsin. Bu durumda,
ax=d¢(a)x (3.20)
seklindedir (Tian, 1999b).
Tamm 3. 1. 20 a = a, +a,i + a, j + a;k € Hy kuaterniyonunun sol matris temsili
a, -a, -a, —a,
a a a, -—a
()= = 7 ? (3.21)
2 T4y 4y 4
a; a, —4 4

seklinde 4x4 tipindeki reel matristir (Tian, 1999b).

1

7(a) matrisinin c,,, birinci siitunu, a nin vektorel temsili olup @ = cl . dir.

(a)
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Onerme 3. 1.8 a,x € H, verilsin. Bu durumda,

xa=t(a)% (3.22)

seklindedir (Tian, 1999b).
Asagidaki onerme reel kuaterniyonlarin sag ve sol matris temsillerinin bazi temel

Ozelliklerini sunmaktadir.

Onerme 3.1.9 x,y e H, ve r € R olsun. Bu durumda, asagidaki bagintilar mevcuttur:
i) P(x+y)=d(x)+p(y),

ii) P(xy) = p(xX)P(y),

iii) () =ro(x),

iv) 4 =¢" (),

v) g()=1,,

vi)  t(x+y)=t(x)+7(p),

vii)  7(xy) =7(y)7(x),

viii)  7(rx) = r7(x),

i) (@)=1"(x),

) t()=1,,

xi)  x#0 icin g(x)=(d(x)) ", 7(x)=(z(x))" (Tian, 1999b).
Onerme 3. 1. 10 a,b,x € H, igin asagidaki bagtilar mevcuttur:

D ax=g)s,

i)  xb=1(b)x,

i) axb=¢g(a)z(b)x = 7(b)p(a)%,
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iv)  7(b)g(a) = p(a)z(D),
%) det(¢(x)) = det(r(x)) = ||x||“ (Tian, 1999b).

Lemma 3.1.1 a=q, +aji+a,j+ak, b=0b,+bi+b,j+bk e Hy kuaterniyonlar: verilsin.

O(a,b) = ¢(a)—17(b) ise bu durumda;

i) s =a,—b, olmak iizere #(a,b) nin determinant,
0a.b)| =] 5* +(|ima] ~[1mp])" || 5* +(|tma] +[1mp])"|
=s*+25° [ (j1maf’ +1maf ) | +(jimaf ~maf )

seklindedir.

ii) 6(a,b) bir normal matristir ve
A=(a, —bo)iiHIma| i|Imb”

seklinde dort 6zdegere sahiptir.

ii) Eger a, # b, yada |Im a| # |Imb| ise o taktirde d(a,b) tekil degildir ve tersi,

0 (a,b) = ¢ (az ~2ha +|b|2)(¢(a) — (b))
— g (2(a0 —by)a+|p[ —|a|2)(¢(a) ~ (b))
ya da
07\ (a,h) =" (b2 ~2a,b +|a|2)(¢(c_z) —7(b))
= (26, ay)b +af ~[bf' ) (9@ - (1)
seklindedir.

iv) Eger a, =b, ve |Im a| = |Imb| ise o taktirde d(a,b) tekildir ve

9’(a,b)=—;29(a,b)= ! 5
4|Ima| 4|Ima|

seklinde genellestirilmis terse sahiptir (Tian, 1999b).

[T(Imb)—gzﬁ(lma)]

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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Teorem 3. 1.6 a ¢ R olmak lizere a € Hy kuaterniyonu igin,

ax =xa (3.28)

lineer kuaterniyonik denkleminin genel ¢6ziimii keyfi p € Hy kuaterniyonuna gore

X=p-
seklinde ya da keyfi 4,4, € R reel sayilar icin,
x=A,+Aa

seklindedir (Tian, 1999a; 1999b).

Teorem 3. 1.7 a,b € Hy olsun. Bu durumda,

i) ax = xb lineer denkleminin sifirdan farkli bir ¢6ziime de sahip olmasi i¢in gerek ve
yeter sart
Rea =Reb ve |Ima|=|Imb| (3.30)
olmasidir.
ii) Sifirdan farkli bir ¢dzlime sahip olan ax = xb lineer denkleminin genel ¢ozlimii,
1

x= p—m(lma)p(lmb) , ( p € Hy keyfi kuaterniyon) (3.31)

dir. Ozellikle de eger h#a olmast durumunda yani Ima+Imb#0 ise, bu durumda
ax = xb nin genel ¢oziimii,
x=2(Ima+Imb)+4, [|Ima||lmb|—(lma)(lmb)] , (4,4, eR)

seklindedir (Tian, 1999a; 1999b).

Teorem 3. 1. 8 a,b € Hy kuaterniyonlar1 i¢in a ~b (Rea=Reb ve |Ima| = |Imb|) olsun.

Bu durumda,
ax—xb=c (3.32)

denkleminin bir ¢6zlime sahip olmasi igin gerek ve yeter sart
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ac=ch (3.33)
olmasidir. Bir ¢6ziime sahip olan ax—xb=c denkleminin genel ¢oziimii p e H, keyfi

kuaterniyonu i¢in,

1

" 4fimaf

x (cb—ac)+p- (Ima) p(Imb) (3.34)

2
|Ima|

seklindedir (Tian, 1999D).
Teorem 3. 1. 9 a,b € H; kuaterniyonlar: i¢cin Rea # Reb ya da |Ima| ¢|Imb| (a b’ye

benzer degil) olsun. Bu durumda,
ax—xb=c (3.35)

lineer kuaterniyonik denklemi, s = Rea —Reb olmak iizere

-1

X= (2sa —|a|2 + |b|2 )_l (ac - cl_a) = (cb —Zc)(2sb - |a|2 + |b|2) (3.36)

seklinde bir tek ¢oziime sahiptir (Tian, 1999b).

3.1.3. Kompleks Kuaterniyonlar Cebiri

Bu boliim, kompleks kuaterniyonlar cebiri hakkinda bazi 6zet bilgiler icermektedir.
Tamm 3. 1. 21 g=qe,+qe +q,e,+qe, r=re +ne+ne +re,ecH, reel

kuaterniyonlari igin,
O=q+ir,i=~-1 (3.37)

formundaki bir kuaterniyona kompleks kuaterniyon denir.
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(3.37)’de verilen Q kompleks kuaterniyonunu daha agik bir ifade ile

0 =qe, +qie, + 4,8, + qse; +i (e, + 16, + e, + 138y )
=(q, +iry) e, +(q, +ir ) e, +(q, +ir, ) e, + (g, +ir; )
=0, + Qe +0,e, +Ose,
seklinde yazmak da miimkiindiir. Tanim 3. 1. 21 nin bir baska versiyonu Tanim 3. 1. 22 dir
(Demir, 2003).
Tanmm 3. 1. 22 0,,0,,0,,0, € C skalerleri i¢in, O =Q,e, + e, + O,e, + O,e; seklindeki

sayilara kompleks kuaterniyonlar denir.

Kompleks kuaterniyonlar kiimesi ise H, ile gosterilir. Reel ve kompleks

kuaterniyonlarin cebirsel yapilart benzerlik gostermektedir. Bir kompleks kuaterniyonu
ayni reel kuaterniyonlarda oldugu gibi skaler ve vektorel terimler cinsinden de ifade etmek

miimkiindiir (Demir, 2003).

Calisma  boyunca @ ve P kuaterniyonlar1  aksi  belirtilmedikge
0=0,,+0e +0e,+0e,, P=PFe,+Pe+Pe,+Pe,cH. seklinde olacaktir. QO
kompleks  kuaterniyonun  skaler kismma  S,=Q, ve vektorel kismina

VQ = Qe +0,e, + O,e, denilirse,

0=5,+V,
seklinde yazilir.

Tamm 3. 1. 23 O =g +ir € H, kuaterniyonunun vektorel temsili M, (R) de

—

0=(q.7) (3.38)
seklindeki bir vektordiir.
Tamm 3. 1. 24 (iki kompleks kuaterniyonun ¢arpmm) P=p+ip’, Q=q+ig' € H

kompleks kuaterniyonlarinin ¢arpimi,

PO=pqg—(p') q'+i(p'q'+ p'q) (3.39)

ile tanimlanir (Flaut ve Shpakivskyi , 2012).
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Tanim 3. 1. 25 (Bir kompleks kuaterniyonun eslenigi) QO kompleks kuaterniyonunun

eslenigi,
é - SQ - VQ = QOeO - Qlel - Qzez - Q}es (3.40)

ile tanimlanir.

Onerme 3. 1. 11 P ve Q kompleks kuaterniyonlarimin ¢arpimlarmin eslenigi,

(PQ)=0P (3.41)

seklindedir.

Tamm 3. 1. 26 (Bir kompleks kuaterniyonun kompleks eslenigi) O, s=0, 1, 2, 3;
0.€C, 5=0,1,2,3; kompleks sayilarmin eslenikleri olmak iizere O kompleks

kuaterniyonunun kompleks eslenigi,
Q' =0y +Qi+ 0, j+ 05k (3.42)

ile tanimlanir.

Tanim 3. 1. 27 (Bir kompleks kuaterniyonun normu) Q kompleks kuaterniyonunun

normu,

10] =00 =0 + 07 + 0 + O (3.43)

seklinde tanimlanir.

Onerme 3. 1. 12 P,Q kompleks kuaterniyonlarinin carpimlarinin normu,

[Pl =leliie] =7l (3.44)

seklindedir.
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Tanmim 3. 1. 28 (Bir kompleks kuaterniyonun ¢arpimsal tersi) 0= O € H, kompleks

kuaterniyonunun ¢arpimsal tersi,

0= 0 - (3.45)
Il

ile tanimlanir.
Kompleks kuaterniyonlarin vektdr ve matris temsilleri reel kuaterniyonlarin vektor

ve matris temsillerine benzer olarak tanimlanmistir.
3.1.3.1. Bir Kompleks Kuaterniyonun Sag ve Sol Matris Temsilleri

Tamm 3. 1. 29 a=aqpe, +ae +a,e,+ae,,b=be,+be +be, +be cH, reel
kuaterniyonlari i¢in i* =—1 olmak lizere Q =a+ibe H_ kompleks kuaterniyonunun sag

matris temsili,

(a) —1(b)
0= . . (3.40)
z(b’) z(a’)
seklinde 8x8 tipinde bir reel matristir (Flaut ve Shpakivskyi, 2012).
Onerme3.1.13 X, Ae H., X =x+iy, x,y € Hy olsun. Bu durumda,
1 0 0 O
010 (3.47)
a= .
0 0 -1
00 0 -1
reel matrisi i¢in
— (1 0 1 0\—
XA = @(A) X (3.48)
0 o 0 o

seklindedir (Flaut ve Shpakivskyi, 2012).
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Calismamizda aksi belirtilmedik¢e «, (3.47) de verilen matris olacaktir.
Tanmm 3. 1. 30 a=aqype, +ae +ae, +ae,, b=be,+be +be,+be, cHy reel
kuaterniyonlari i¢in i* =—1 olmak iizere Q =a+ibe H_ kompleks kuaterniyonunun sol

matris temsili,

(3.49)

) =[¢<a> (b )}

¢(b) p(a’)
seklinde 8x8 tipinde bir reel matristir (Flaut ve Shpakivskyi, 2012).
Onerme3.1.14 X, A€ H., X=x+iy, A=a+ib ve x,y,a,b e Hy olsun. Bu durumda,
AX =T(A)X (3.50)
seklindedir (Flaut ve Shpakivskyi, 2012).
Onerme3.1.15 X, 4eH_, X =x+iy, A=a+ib ve x,y,a,be Hy olsun. Bu durumda,
I'(XA)=T(X)T(4) (3.51)
seklindedir (Flaut ve Shpakivskyi, 2012).
Onerme 3.1.16 X,Ae H., X=x+iy, A=a+ib ve x,y,a,b e Hy olsun. Bu durumda,
O(XA4)=0(4)O(X) (3.52)
seklindedir (Flaut ve Shpakivskyi, 2012).

Onerme 3. 1. 17 X =x+iyeH, ve x,ycHy olsun. Bu durumda 1=1, e M,(R) ve

0=0, € M,(R) olmak iizere asagidaki 6zellikler mevcuttur:

(2

- 1 (10 N,
) X =F(X)[0} ya da Xz(o j@(X)(OJ bigimindedir.

i) ay =y.

iii) o’ =1, (Flaut ve Shpakivskyi, 2012).
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Onerme 3. 1. 18 4, B € H, kompleks kuaterniyonlari verilsin. Bu durumda,

F(A)[(l) 2)@(3)(; ZJ:G Zj@(B)G Z]F(A) (3.53)

olup xy(g):[(l) Zj@(g)@ ;’J igin,
AXB=T(A4)¥(B)X (3.54)

seklindedir (Flaut ve Shpakivskyi, 2012).

Teorem 3.1.10

0 -1 0 O 0 -1 0

4= -1 0 0 O 4 - -1 0 0 M, (R)
0 0 0 1 0 0 0 -
0 0 -10 0 0 1 O

. 1 0 _A2 0 ..
olmak tlizere M, = 0 4 M, = 0 4 € M (R) i¢in,
2

I'(X)=M@O(X)M,

seklindedir (Flaut ve Shpakivskyi, 2012).

Onerme 3.1.19 Q=a+ibe H, ve a,b e Hy olsun. Bu durumda,
detT'(Q) =det®(Q) = |aa” +b°b =[a’a+0'b[

ifadesi ile verilir (Flaut ve Shpakivskyi, 2012).
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3.1.4. Reel Oktonyonlar Cebiri

Bu boliim, reel oktonyon cebiri ile ilgili baz1 6zet bilgiler igermektedir.
Tanmm 3. 1. 31 ¢ =1, ¢ =i, e,=j, e,=k, ¢, =¢, e, =le, e, = je, e, = ke tanimlamalari
tizerine Cayley-Dickson ¢arpimi islem tablosu Cizelge 3. 1 de verilmistir.

Cizelge 3. 1. Cayley Dickson ¢arpim islem tablosu

x|l e e e e e ¢ e
I |1 e e e e e ¢ e
e leg -1 e —e e —e -—e e
e,le, —e -1 e e e —e -—e
ele e —¢ -1 e —e e —e¢
e, e, —e —e —e -1 ¢ e e
e; e e, —e e —e -1 -e e
e e e e —e —e e -1 -—e
e, |le —e e e —e —e e -l

Bu carpim tablosunun geometrik diyagrami ise Sekil 3. 2 de verilmistir.

€

€5

€s
€3

Sekil 3. 2. Oktonyonlarin baz elemanlarinin Cayley-Dickson
yontemine gore ¢arpim diyagrami
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Cayley Dickson carpimi islem tablosuna gore o, €R, i=0,...,7 icin bir o gergel

oktonyonu

a=oa.e,+ae +a,e +a, e;+a,e, +ose +oe +ae,
l (3.55)

seklinde tanimlanir. Gergel oktonyonlarin kiimesi Oy veya kisaca O bigiminde gosterilir.
a=ae +a,e +a, e +ae, +ae +ae+ae, vektorel tanimlamas: lizerine «
oktonyonu « =a,e,+a bicimindedir. H; reel kuaterniyon boliim cebirinden alinan
herhangi o',a" € Hy kuaterniyonlar1 i¢in her a € Oy oktonyonu Cayley Dickson yontemi
ile
a=a +a"e (3.56)
seklinde de yazilabilir.

;
Tamm 3. 1. 32 x= > xe, € O olmak {izere x oktonyonunun vektor temsili,
i=0

- T
x:[xo,xl,xZ,x3,x4,x5,x6,x7] (3.57)

ile verilir.

Calismamzda aksi belirtilmedik¢e ¢o,,f, e R, k=0,...,7, gergel sayilar icin

a, f € O oktonyonlari
a=a.e,+ae +ae,+a, e, +a,e, +ae+ae+ae

ve
B=PBe, + Pe + be, + Bie + Bie, + Pies + Boe, + Pre,

seklinde taniml1 olacaktir.
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Tamm 3. 1. 33 (iki reel oktonyonun toplami ve farki) o,p €O oktonyonlarinin toplami

ve farki,

(3.58)

bigiminde tanimlanir.
a ve f nn a=a'+a"e, f=L+"ecO seklinde Cayley-Dickson yazimi ile

a ve [’ nin Cayley-Dickson toplami ve farki,

axf=(a'+a"e)F(f + ") (3.59)
=((Z’¢ﬂ,)+ aﬂiﬁ")e

olarak tanimlanir.

Skaler kismu a, ve B, vektorel kismi a, ve B, olan a=a +a, ve =+, iki

reel oktonyonun ¢arpimi,
aﬂ:asﬂs+asﬂv+avﬂ3_av'ﬂv+a\1xﬂv (3'60)
bigimindedir (Lounesto, 1997; Tolan, 2006).

Ayrica, F ve F sirastyla ' ve S" kuaterniyonlarinin esleniklerini gostermek
lizere a=a'+a"e, f=p"+"ecO oktonyonlarmin ¢arpimi Cayley-Dickson sunumuna
gore

aff=(a'+a"e)(f' + pe)
— — (3.61)
:(afﬂ!_ﬂffa”)+( "(Z’-l—a” V)e

bi¢cimindedir (Tian, 2000; Tolan, 2006).
Tanim 3. 1. 34 (Bir reel oktonyonun bir skaler ile carpimi) £ € R reel sayisiile « € O

oktonyonunun ¢arpimi,
ko= (ka,)e, (3.62)

dir ve k.« bir reel oktonyondur.
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Tammm 3. 1. 35 (iki reel oktonyonun skaler ¢carpim) «, /€O oktonyonlarinin skaler

garpimi,
(. B)=D b, =%(5ﬂ+/7a) (3.63)

olarak tanimlanir (Tolan, 2006).

@ ve [ oktonyonlari sadece imajiner bilesene sahip ise, <&, ,5’> skaler ¢arpimi

asagidaki sekilde de yazilabilir:

Tammm 3. 1. 36 (ki reel oktonyonun vektérel carpimi) «,f <O oktonyonlarinin

vektorel carpimi,
axﬁ:-l(gﬁ—ﬁa) (3.64)
2

olarak tamimlanir. & ve /8 oktonyonlari sadece imajiner bilesene sahip ise, @ x /8 vektorel

carpimi,

olarak tanimlanir (Lounesto, 1997; Tolan, 2006).

Bu tanimlamaya gore esit iki oktonyonun vektorel ¢arpimi,
1, _
axa =—E(aa—aa )=0
olur ve ii¢ oktonyonun vektorel carpimi ise
1 _ _
axpPxy= 5(d(ﬂ7)-7(ﬂa))

seklinde hesaplanir (Tolan, 2006).
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Tanim 3. 1. 37 (Bir reel oktonyonun eslenigi) o € O oktonyonunun eslenigi,

a =a,e,—a,e —o,e, —0; e —a,e, —0es — 0, — e,

7 (3.65)
=0)e) — z a.e,

k=1
ifadesi ile tanimlanr.
Onerme 3. 1. 20 Her o, # € O oktonyonlari igin asagidaki esitlikler mevcuttur:
i) a+f=a+p.
i) af=pa

;
i) |of =ed=aa=)a.
k=0
iv)  Jas] =[al]A]
V) a € O oktonyonyonun reel ve imajiner kisimlari sirastyla asagidaki gibi verilir:
— = 7
Re(a)= ara aye, ve Im(a)= a—a_ Dae,.
2 2T
vi) 0(_1=;2,0L¢0.
|

vii)  a'a=aa =¢, (Tian, 1999; 2000).
Onerme 3. 1. 21 Her a, f € O oktonyonlari igin,
) a(af)=a’B, (pa)a=pa’, (3.66)
i) (af)a=a(pfa)=apa,(aff)a = a(ﬂa‘l ) =afa’, (3.67)
i) a’-2(Rea)a+laf =0, (Ima) =-|Imaf, (3.68)
iv) Re(aﬂ):Re(,Ba) (3.69)

esitlikleri mevcuttur (Tian, 1999).
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(3.66) ve (3.67), O daki carpma isleminin birlesme 6zelliginin saglandig1 6zel
durumlardir. Asagidaki 6nerme, O da ii¢lii oktonyon ¢arpiminin birlesme 6zelligi ile ilgili
esitlikler sunmaktadir.

Onerme 3. 1. 22 Her «, 3,7 € O oktonyonlari icin asagidaki Moufang esitlikleri saglanir
(Scray ve Manogue, 1996; Springer ve Veldkampf, 2000):

(aBa)y =a(B(ar)),
y(apa)=((ra)p)a,

a(pr)e=(ap)(ra)-

3.14.1. Reel Oktonyonlarin Sol ve Sag Matris Temsilleri

Tanm 3. 1. 38 o' =¢,+aji+a,j+ak, a"=a,+aji+a,j+a,keH, olmak lizere
a =a'+a"e e O oktonyonu verilsin. Bu durumda, K, =diag(l,-1,-1,—1) olmak iizere

oktonyonunun sol reel matris temsili

Q -0 -o, -a, -a, -o, -0, —a,
o a -a a -a a, a —a
o, o a -a -0, -a a,
(@)= ¢(a') -7(a")K, e e e o e o -a a (3.70)
$(a")K, () a, a a o @ -0 -a, —a
o, —a, o, -a, a a, a -—a,
a, -a, -a, o a, -a, «q, q
o, o - -a, o, a, -a

seklinde 8x8 reel matristir (Tian, 2000).
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w(a) matrisinin birinci siitunu c;(a) olsun. O halde « oktonyonunun vektorel

temsili @ = cfv(a) dir.

Teorem 3. 1. 11 o, x € O oktonyonlari i¢in,

ax=w(a)x (3.71)

seklindedir (Tian, 2000).
Tanm 3. 1. 39 o'=¢q,+aji+a,j+ak, &"=a,+aj+a,j+oa,kecH, olmak iizere
a=a'+a"ec O oktonyonu verilsin. Bu durumda, K, =diag(K,,I,) olmak lizere bir «

oktonyonunun sag reel matris temsili

z(a’) _¢(0‘”) a, a, -o a a, -o a5 —aq,

v(a)=Kw' (a)K S (3.72)
@ (0(") T (a') a, —a; —ag —a; Q Q a, a;,
a, a, -a, a -a o -~ a,
a, a a, -a, -a, o o -
a, -a, a; a, -a -a, a q

seklinde 8x8 reel ortogonal matristir (Tian, 2000).
v(a) matrisinin birinci siitunu ci(a) olsun. O halde o oktonyonunun vektorel
temsili @ = ci(a) dur.

Teorem 3. 1. 12 «, x € O oktonyonlari igin,

xa=v(a)x (3.73)

seklindedir (Tian, 2000).
Asagidaki teorem reel oktonyonlarin w(.) ve v(.) matris temsilleri iizerine bazi

temel 6zellikleri sunmaktadir.
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Teorem 3. 1. 13 o, x € O oktonyonlar1 ve 4 € R igin;
i  a=pgow(a)=w(pB),

ii.  wle+p)=w(a)+w(p),

iii.  w(la)=Aw(a) ve w(l)=1,

iv. w(a)sz(a),

vie  v(a+p)=v(a)+v(B).
vii. v(da)=2v(a) ve v(1) =1,

viii. v(&):vT(a),

ix. det[w(a)] zdet[v(a)]=|0(|8
onermeleri dogrudur (Tian, 2000).

Teorem3.1.14 ¢ €O- {O} oktonyonu ig¢in,

w'(a)= w(a’l), vi(a)= v(afl)

esitlikleri mevcuttur (Tian, 2000).

Teorem 3. 1. 15 o, f € O oktonyonlari i¢in,
w(apa)=w(a)w(p)w(a), v(apa)=v(a)v(F)v(a)
esitlikleri mevcuttur (Tian, 2000).
Teorem 3. 1. 16 o € O oktonyonu igin,
w(a®) =w'(a), v(a’)=v(a), we)(a)=va)ma)

esitlikleri mevcuttur (Tian, 2000).

(3.74)

(3.75)

(3.76)
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Teorem 3. 1. 17 a, f € O oktonyonlart i¢in;

w(af) +w(fa) =w(e)w(f) + w(f)w(a), (3.77)
v(af) +v(fa) = v(ew(B)+v()v(a), (3.78)
w(ap)+v(af) = wla)w(f) +v(f)v(a), (3.79)
w(a)v(f) +w(p)v(a) = (a)w(f) +v(f)w(a), (3.80)
w(af) = w(a)w(B) + wa)v(B) —v(H)ma), (3.81)
v(af) = v(B)v(a) + w(p)v(a) —(a)w(f) (3.82)

esitlikleri mevcuttur (Tian, 2000).

Asagidaki iki teorem &(a,f)=[w(a)-v(B)] matrisi ile ilgili &zellikleri
sunmaktadir.

Teorem 3. 1. 18 «, f € O oktonyonlari i¢in s = Reax —Re f olmak iizere
det[ (. )] =la~A[ | s* +(1mal ~[im )" | +| 5* +(ima] +[1m ) |
(7 + (< 1m gl ) [54 +25°(jimaf +[1m A" )+ (jima - |im 5] )2}

seklindedir (Tian, 2000).

Teorem 3.1.19 o €O ve o ¢ R olsun. Bu durumda,
S (a,a) = [w(a) —v(oz)]3 = —4|Im05|2 ola,a) (3.83)

ve O(a,a) 'nin genellestirilmis tersi,

5"(05,05):—;25(05,05) (3.84)
4|Ima|

seklindedir (Tian, 2000).
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Teorem 3. 1. 20 a, b € O olsun. Bu durumda, ax =xb lineer denkleminin sifirdan farkli

bir ¢6ziime sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Rea =Reb ve |Ima| = |Imb| (3.85)

olmasidir (Tian, 2000).
Teorem 3. 1. 21 a, b € O olmak iizere (3.85) kosullu ax = xb denklemi igin,

i. b #a olmasi durumunda yani Ima+Imb#0 ise p € A(a,b), a ve b ile lretilen
alt cebirin keyfi bir eleman1 olmak iizere x genel ¢oziimii
X= (Ima)p+p(Imb)
seklinde ya da denk olarak 4,4, e R keyfi reel sayilar olmak iizere x genel ¢6ziimii

x=4(Ima+Imb)+ 4, [ [Ima||Imb|-(Ima)(Imb) |

seklindedir.

ii. b=a ise ax, +a,x, +...+a,x;, =0 olmak lizere x genel ¢oziimii

X=xe +xe +..+x,e

seklindedir (Tian, 2000).
Teorem 3.1.22 a, b O ve a ¢ R olsun. Bu durumda, ax—xa = b lineer denkleminin bir

cOziime sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart ab =ba esitliginin saglanmasidir. Tutarl

ax—xa =b denklemi i¢in p € O keyfi oktonyon olmak {izere x genel ¢oziimii,

1

" 4fimaf

X (ba—ab)+p— (Ima)p(Ima) (3.86)

|Im a|2
seklindedir (Tian, 2000).
Teorem 3.1.23 a, b€ O ve a ¢ R olsun. Bu durumda, ax—xb =c lineer denkleminin bir

¢Oziime sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart @ ~b olmasidir. Tutarli ax —xb =c¢ denklemi

icin p keyfi reel vektor olmak tizere x genel ¢ozlimiiniin vektor temsili,
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¥=0 (a,b)é+2]I,~5 (a,b)5(a.b)]p (3.87)
dir. Eger a, b ’ye benzer degilse bu durumda ax — xb = ¢ denkleminin bir tek ¢oziimii
x=6(a,b)c (3.88)

seklindedir (Tian, 2000).

3.1.5. Kompleks Oktonyonlar Cebiri

Bu boliim, kompleks oktonyon cebiri ile ilgili baz1 6zet bilgileri igermektedir.

a ve [ oktonyonlari,
a=a.e,+ae+a.e+a, e +ae +ae+ae +ae,
ve

B = poey + Pe + fre, + Bres + fie, + fes + Bieg + Bre,
olmak {izere bir kompleks oktonyon

Y =age, +ae +ae +a, e +ae, +ae +ae +a,e,
+l(ﬁ060 +ﬂlel +ﬂ262 +ﬂ3e3 +ﬂ4e4 +ﬂ565 +ﬂ6eé +ﬂ7e7)
=(a,+if))e,+ (o, +if)e +(a, +if, ) e, +(ay +if; ) e

+(a, +if,)e, +(as+ifs)es+(as +iB; ) e+ (o, +ifB; ) e,
seklinde olusturulur. O halde,

Vo= +ify, vy =a,+if, v, =, +if,, y;=as +if,
Va=Qutif, ys=as+ifs, yo =, +if, v, = o, +if;

kompleks sayilari i¢in y oktonyonu
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V=06t e T8ty ety tyses tyce s,

7
=D 7L,

u=0

(3.89)

bi¢iminde ifade edilir. Kompleks oktonyonlarin kiimesi O, bi¢iminde gdsterilir (Tolan,

2006).
Tamm 3. 1. 40 (iki kompleks oktonyonun toplam ve farki) «,f <O, olmak iizere

toplama ve ¢ikarma islemi,

at :(aoiﬂo)eo-"(al iﬂl)el +(052 iﬂz)ez"'(% iﬂs)%

+(a, £8,)e, +(ast Bs)es+(as £ B ) e +(a, £ B, ) e, (3.90)

olarak tanimlanir.

Tamm 3. 1. 41 (iki kompleks oktonyonun ¢arpimi) «, 3 € O, kompleks oktonyonlarinin
carpimi,
aff=a,f,+a,f+ap,—a - f+ax (3.91)
seklindedir.
Tamm 3. 1. 42 (Bir kompleks oktonyonun eslenigi) o € O. kompleks oktonyonunun
eslenigi,
7
a=ae, -y age, (3.92)
j=1
ifadesi ile tanimlanir.
Tamm 3. 1. 43 (Bir kompleks oktonyonun normu) o« €O, kompleks oktonyonunun
normu,
7
NYa)=ad=aa=).a; (3.93)
j=0

ifadesi ile tanimlanir.
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3.2. YONTEM

Bu béliimde; kompleks kuaterniyonik denklemler ile oktonyonik deklemler ve
sistemler incelendi, materyal boliimii icerisinde sunulan literatiir 6zet bilgilerin dikkate
alinmasi ile ¢éziimlerinin varligi ve tekligi tizerine kriterler elde edildi ve ¢oziimlerin reel

vektorel temsilleri ile ¢oziimlerinin kendileri sunuldu.

3.2.1. Bir Bilinmeyenli Bazi Lineer Kompleks Kuaterniyonik Denklemlerin

Incelenmesi

Bu boliim, H, de;

AX = XB, (3.94)
AX = XA, (3.95)
AX - XA=C, (3.96)
AX -XA"=C, (3.97)
AX-XA=C, (3.98)
AX -XB=C (3.99)

formlarindaki bir bilinmeyenli lineer denklemlerin c¢oziimleri iizerine incelemeler

1 0 1 0
icermektedir. (3.94)-(3.99) denklemlerinin ¢dziimleri; W(B)= (0 j@ (B) (0 ]
a a

olmak iizere kompleks kuaterniyonlarm T'(.) ve ©(.) sol ve sag matris temsillerinden

hareketle sirasiyla (3.94)-(3.99) denklemlerine denk olan



[[(4)-¥(B)]xX =0, (3.100)
[[(4)-¥(4)]x =0, (3.101)
[[(4)-¥(4)]x=C, (3.102)
[T(4)-w(4)]xX=C, (3.103)
[F(A*)—w(A)]T(=E, (3.104)
[T(4)-¥(B)]X=C (3.105)

reel matris denklemlerinin ¢oziimleri iizerinden elde edilecektir. Ayrica (3.94)-(3.99)
denklemlerinin varhigi ve tekligi tlizerine sonuglar (3.100)-(3.105) denklemlerinin bu

yondeki incelemeleri sonunda elde edilecektir.
Asagidaki Lemma &(4,B)=TI(4)—¥(B) matrisinin determinanti, adi tersi ve
genellestirilmis tersi tizerine bulgular igermektedir.

Lemma 3.2.1 4, B e H. kompleks kuaterniyonlar1 ve
5(4.B)=T(4)-¥(B)
matrisi verilsin. Bu durumda,

i.  s=4,—B, olmak iizere §(4,B) reel matrisinin determinanti,

|5(4,B)

([s* +|tm 4 ~[1m B)* ][ * +|1m 4 +|ImB|)2])2

((s4 +25(Im A" +[1m BJ" )+ |tm 4" ~|1m B[’ )2 jz

seklindedir.

ii. Eger 4,#B, yada [Imd|#|ImB| ise 5(4,B) tekil degildir ve 5(4,B) nin adi
tersi;

5 (4,8)=T"(|B] |4l +2(4,~B,) 4)(T (4)-¥ (B))
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yada
57 (4,8) =" (4] ~|B +2(B, - 4,) B)(T(4) ¥ (B))
seklindedir.

iii. Eger A4,=B, ve |ImA|:|ImB| ise &(4,B) singilerdir ve &(4,B)’ nin

genellestirilmis tersi,

1 1
0 (4,B)=———06(A,B)=————|I'(ImA4)-¥(ImB
seklindedir.
Ispat. Her 4,B e H, icin,
A=P(4,+|md|i)P" =PAP", B=0(B,+|mB|i)0" =0BQ" (3.106)

olacak sekilde sifirdan farkli P,Q € H vardir. (3.106) deki 4,B € H. kuaterniyonlarinin

I'(4) ve W (B) matris temsilleri igin,

T(4)=T(P)T(4)T(P™), (B)=(Q")¥(B)¥(Q)

esitlikleri elde edilir. Boylece,

=[r(4)-w (o) ¥(B)¥(0)
)

dir. Sonug olarak; A= 4, +|Im A|i ve B= B, +|Im B|i yerlerine yazilirsa Lemma 3.2.1 (i)

ispat1 tamamlanir.
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Lemma 3. 2. 1”in (ii) durumunun ispats,
T (4)=¥(B) [T (4)= (B)]=T(4°)+|B[ [, ~2B,7 (4)
=r@¥—2%A+wF)
ve
[T (4)-¥(B)|[T (1)~ (B)] =¥ (B) [l 1, ~24,%(B)
:q{BzﬂAF—z%B)
esitliklerinden agrkga goriilmektedir.

4, =B, ve [Im 4|=|Im B| olmasi durumunda &(4,B),
5(4,B)=T(4)-¥(B)=T(Im4)-¥(ImB)

seklinde elde edilir. Boylece (Im A)2 = (Im B )2 = —|Im A|2 esitliklerinin dikkate alinmasi ile
8 (4,B)=—-4[Im 4|’ 5(4,B)

yazilir ki, boylece Lemma 3. 2. 1’in (iii) durumunda verilen 5‘(A,B) genellestirilmis

tersine ulasilir.
Asagidaki teorem ile, AX = XA lineer kompleks kuaterniyonik denkleminin genel
¢Ozlmii verilmektedir.

Teorem 3.2.1 AcH; ve A¢ R olmak lizere
AX = XA (3.107)

kompleks kuaterniyonik denkleminin X genel ¢6ziimii ¢oziimii, P < H; keyfi kompleks

kuaterniyonu i¢in,

1
|Im A|

X=P-

(Im 4) P(Im A) (3.108)

2

seklindedir.
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Ispat. (3.107) deki 4X = X4 denklemi ile AX =F(A))7 ve XA =‘P(A))7 vektorel
esitlikleri dikkate alinirsa bu denkleme denk olan

[T(4)-¥(4)]X =5(4,4)X =0 (3.109)
reel matris denklemi elde edilir. (3.109) denkleminin sifirdan farkli bir ¢éziime sahip
olmasi i¢in gerek ve yeter sart ‘5 (A, A)‘ =0 oldugu iyi bilinmektedir. Bu durumda, (3.109)
matris denkleminin X genel ¢ozimil, P keyfi reel vektorii i¢in

X=2[I;-5 (4,4)5(4.4)]P (3.110)

dir. Lemma 3. 2. 1 (iii) de verilen esitligin (3.110) de yerine yazilmasiyla,

X=2[I;~5 (4,4)5(4.4)]P

1
=2|1
I 8+4|ImA|2

52(A,A)]79

1 —
) _18 +m(—2[|lm A I,+T (Im 4) ¥ (Im A)})]P

1 —
:{IS—MF(ImA)‘P(ImA)}P

bigiminde (3.109) reel matris denkleminin X vektorel ¢dziimiine ve bu ¢oziimiin kompleks
kuaterniyon formunda yazilmasiyla da (3.107) kompleks kuaterniyonik denkleminin X
genel ¢ozlimiine ulasilir.

Asagidaki teorem ile, AX —XA=C lineer kompleks kuaterniyonik denkleminin
genel ¢6ziimili sunulmaktadir.

Teorem 3. 2.2 4 H_ olmak {izere
AX -XA=C (3.111)

lineer kompleks kuaterniyonik denklemin genel ¢oziimi PeH. keyfi kompleks

kuaterniyonu i¢in
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1
X = CA-AC)+P-
4|ImA|2( )

ImA)P(Im A4 3.112

seklindedir.
ispat. (3.111) deki AX — XA=C denklemi ile AX = F(A))? ve XA= ‘P(A))? vektorel

esitlikleri dikkate alinirsa bu denkleme denk olan
[T(4)-¥(4)]X =6(4,4) X =C (3.113)

seklindeki reel matris denklemi elde edilir. Bu sistemin katsayilar matrisi

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 —2a, 2a, 0 0 -2b 2b,
0 2a, 0 —2a 25 0 -2b O
AT S
by 2bs a, 2a
0 0 0 0 0 0 O 0
0 2b, 2b, 0 —2a, 0 0 2q
0 -2, 0 2b, —2a, 0 2q 0

dir. O taktirde &(A4,4) matrisi igin,

5(4,4)=0 ve ranks(A4,4)=4 olur ve (3.111)

denklemi bir ¢dziime sahiptir ve bu ¢6ziim tek degildir. Bu durumda, (3.113) reel matris

denkleminin ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart
5(4,4)6 (4,4)C=C (3.114)
ya da denk olarak
I'(ImA)¥ (Im 4)C =|im 4] C (3.115)
olmasidir. Buradan, AX =T'(4)X ve XA="¥(A4)X vektorel esitlikleri dikkate alinirsa
(Im4)C(ImA)=[im 4 C

ya da denk olarak
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C(ImA) = —(ImA)C

esitligine ulasilir. Bu durumda, P keyfi reel vektorii igin

X=6 (4,4)C+2[I;—5 (4,4)5(4,4)]P (3.116)

bigiminde (3.113) reel matris denkleminin X vektdrel ¢oziimiine ve bu ¢oziimiin kompleks
kuaterniyon formunda yazilmasiyla da (3.111) kompleks kuaterniyonik denkleminin X

genel ¢oziimiine ulasilir.

Asagidaki teorem ile, 4X — XA =C lineer kompleks kuaterniyonik denkleminin

tutarli olmasi i¢in kriterler sunulmakta ve ¢oziimler verilmektedir.

Teorem 3.2.3 A=a+ibeH ve A =a +ib e H., a,b € Hy olmak iizere

AX-XA"=C (3.117)

lineer kompleks kuaterniyonik denkleminin bir ¢6ziime sahip olmasi igin gerek ve yeter sart

AC=CA (3.118)

olmasidir. AC=CA" kosullu (3.117) denkleminin X genel ¢oziimi PeH, keyfi

kompleks kuaterniyonu i¢in,

1

X:m(CA"—AC)+P—L(ImA)P(1mA*) (3.119)

|Im A|2

seklindedir.
Ispat. (3.117) ile verilen AX-XA"=C kompleks kuaterniyonik denklemi ile
EzF(A))? ve ﬂz‘P(A))? vektorel esitlikleri dikkate almirsa bu denkleme denk

olan

[F(A)—LP(A*)]X=5(A,A*)X=C (3.120)

seklindeki reel matris denklemi elde edilir. (3.120) reel matris denkleminde
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0 0 —2a, —2a, 0 O —2b, -2b,
o0 0 0 0 0 0 0
2¢, 0 0 —2a, 0 2b, -2h, O
5(44') - 2, 0 2¢, 0 0 -2b, 0 -2,
O 0 0 0 0 0 0 0
0 0 —2b, 2b, 0 0 2a —2a
2, 0 2, 0 0 —2a, 0 -2gq
2, 0 0 25 O 2a, 2a 0

dir. Boylece §(A,A*) matrisi i¢in, 5(A,A*)‘=O ve rank5(A,A*)=4 olur ve (3.120)

denklemi bir ¢oziime sahiptir ve bu ¢éziim tek degildir. Bu durumda, (3.120) reel denklem

sisteminin ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

5(4,4")6 (4,4")C=C (3.121)

ya da denk olarak
T(ImA4)¥(Im4")C =|im 4 C (3.122)
olmasidir. Buradan, AX =T (A)Y ve XA=Y (A)Y esitlikleri dikkate alinirsa
(Im4)C(Im4")=[Im 4] C

ya da denk olarak

C(ImA4")=—(Im4)C
esitligine ulasilir. Bu durumda, P keyfi reel vektorii igin

Y:é-(A,A*)az[lg—5-(A,A*)5(A,A*)]ﬁ (3.123)

bigiminde (3.120) reel denklem sisteminin X vektorel ¢oziimiine ve bu ¢oziimiin kompleks
kuaterniyon formunda yazilmasiyla da (3.117) kompleks kuaterniyonik denkleminin X

genel ¢oziimiine ulasilir.
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Asagidaki teorem ile, A'X — XA =C lineer kompleks kuaterniyonik denkleminin
¢Oziimiiniin varlig1 tiizerine kriter sunulmakta ve bu kriterin saglanmasi durumunda

¢Ozlimler verilmektedir.

Teorem 3.2.4 A=a+ibeH, ve 4 =a" +ib € Hg, a,b e Hy olmak iizere
AX-XA=C (3.124)
lineer kompleks kuaterniyonik denkleminin bir ¢dziime sahip olmasi igin gerek ve yeter sart
Ac=c4 (3.125)
olmasidir. Bu durumda (3.124) denkleminin genel ¢oziimii PeH. keyfi kompleks
kuaterniyonu igin,

;Z(CA—A*C%P—

X =
4\1mA*

2

(Im 4") P(Im 4) (3.126)

‘Im A

seklindedir.
Ispat. (3.124) ile verilen A4 X—-XA=C kompleks kuaterniyonik denklemi ile
XA = Y (4) X vektorel esitlikleri dikkate alinirsa bu denkleme denk olan

[T(4)-w(4)|X =5(4",4)X=C (3.127)

seklindeki reel matris denklemi elde edilir. (3.127) reel matris denkleminin katsayilar

matrisi

0 0 2a, 2a, O 0 2b, 2b,

0 0 0 0 0 0 0 0

—2a, 0 0 2a, 0 -2b, =2, 0
5(A*, y ) _ —2a, 0 2aq, 0 0 2p, 0 —-2b,

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 2b, -2b, 0 0 —2a, 2a,
-2b, 0 2, 0 0 2a, 0 —2a,

-2b, 0 O 2by, 0 -2a, 2aq 0
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dir. Boylece 5( A", ) matrisi igin, 5(A*,A)‘=O ve ranks( A, A)=4 olur ve (3.127)

denklemi bir ¢oziime sahiptir ve bu ¢oziim tek degildir. Bu durumda, (3.127) reel matris
denkleminin ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart
5(4',4)5 (4',4)C=C (3.128)

ya da denk olarak

2 —

r(ImA*)\P(hnA)Ez\ImA* c (3.129)

olmasidir. Buradan, AX =T'(4)X ve XA="P(A4)X vektorel esitlikleri dikkate alinirsa

(mA")C(1mA)=|[im 4 €
ya da denk olarak
C(Im4)=—(Im4")C
esitligine ulagilir. Bu durumda; P keyfi reel vektoril igin
)—(=5’(A*,A)5+2[[8—5’(A*,A)5(A*,A)]T’ (3.130)

bi¢ciminde (3.127) reel matris denkleminin X vektorel ¢Oziimiine ve bu ¢éziimiin kompleks
kuaterniyon formunda yazilmasiyla da (3.124) kompleks kuaterniyonik denkleminin X
genel ¢ozlimiine ulasilir.

Asagidaki teorem ile, AX = XB lineer kompleks kuaterniyonik denkleminin
¢Ozlimiiniin varlig1 {izerine kriter sunulmakta ve bu kriterin saglanmasi durumunda
¢Ozlimler verilmektedir.

Teorem 3.2.5 A4, B € H; kompleks kuaterniyonlar: olmak iizere

AX = XB (3.131)

lineer kompleks kuaterniyonik denkleminin sifirdan farkli bir ¢6ziime sahip olmasi i¢in

gerek ve yeter sart
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Re4=ReB ve |Imd|=|ImB| (3.132)

olmasidir. (3.132) kosullu (3.131) denkleminin X genel ¢oziimii keyfi P € H, kompleks

kuaterniyonu i¢in,

1

seklindedir.

ispat. (3.131) deki AX =XB denklemi ile AX =T'(A4)X ve XA=¥(A4)X vektorel

esitlikleri dikkate alinirsa bu denkleme denk olan
[T(4)-¥(B)]X =5(4,B)X =0 (3.134)

reel matris denklemi elde edilir. (3.134) denklem sisteminin sifirdan farkli bir ¢6ziime sahip

olmasi icin gerek ve yeter sartin ‘5 (A,B)‘=O oldugu iyi bilinmektedir. Bu durumda,
(3.134) denklem sisteminin X genel g:éizijmij]3 keyfi reel vektorii igin
X =2[1,-5 (4,B)5(4.B)|P (3.135)

bi¢ciminde olur. Lemma 3. 2. 1 (iii) de verilen esitligin (3.135) de yerine yazilmasiyla,

X =2[1,-5 (4,B)5(4.B)|P

1
=2|1
] 8+4|1mA|2

52(A,B)]13

1

=2+
8+4|ImA|2

(~2[Jtm A £+ (1m A)‘P(ImB)})}g

1 —
=[18 —WF(ImA)‘P(ImB)}P

bigiminde (3.134) reel denkleminin X vektdrel ¢oziimiine ve bu ¢dziimiin kompleks
kuaterniyon formunda yazilmasiyla da (3.131) kompleks kuaterniyonik denkleminin X

genel ¢oziimiine ulasilir.
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Asagidaki teorem, AX — XB = C lineer kompleks kuaterniyonik denkleminin bir tek
¢Oziime sahip olmas1 ve genel ¢6zlimiiniin sunulmasi ile ilgilidir.

Teorem 3. 2. 6 A4, B H,. kompleks kuaterniyonlar: icin A4 ile Bbenzer degilse yani

ReA4#ReB yada |ImA| # |ImB| ise

AX-XB=C (3.136)
lineer kompleks kuaterniyonik denklemi

-1

X =(2(4y~ By) A=l +|B[ )f1 (4C—-CB)=(4C-CB)(2(B,~4,)B+|4] -[B[')  (3.137)

seklinde bir tek ¢ozlime sahiptir.

Ispat. ReA#ReB yada |Im A| # |Im B| ile, (3.136) denklemine denk olan
[T(4)-¥(B)]X=6(4,B)X=C (3.138)

reel matris sisteminin katsayilar matrisi, o (A, B) = F(A) -¥Y (B) , Lemma 3. 2. 1 (i)

durumuna gore tekil degildir. Boylece, (3.138) denkleminin X vektorel goziimi,
X =67 (4,B)C= (I (2(4,~ B,) A~ |4f +[B[ )T (4) - ¥ (B))C
veya
X =57 (4,B)C=(r"(2(B,~ ) B+ |4} ~|8[ )T (4) ¥ (B))C

seklinde verilir ve tektir. X vektdrel ¢dziimiiniin kompleks kuaterniyon formunda

yazilmasiyla da (3.136) kompleks kuaterniyonik denkleminin X ¢oziimiine ulasilir.
Asagidaki teorem, AX — XB = C lineer kompleks kuaterniyonik denkleminin tutarl

olabilmesi tizerine {iretilen kriteri ve tutarli olmasi durumunda denklemin genel ¢6ziimiinii

vermektedir.
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Teorem3.1 A, BeH. ve A~B (ReA=ReB ve |Im A| = |ImB|) olmak iizere
AX-XB=C (3.139)
denkleminin bir ¢6ziime sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart
AC=CB (3.140)

olmasidir. AC=CB kosullu (3.139) denkleminin X genel ¢ozimi PeH. keyfi

kompleks kuaterniyonu i¢in

4|IHIIA|2(CB_Ac)+p_L(1mA)p(1m3) (3.141)

X =
|tm 4|

seklindedir.

ispat. (3.139) de verilen AX—XB=C denklemi ile AX =T(4)X ve XA=¥(4)X
vektorel esitlikleri dikkate alinirsa bu denkleme denk olan

[T(4)-¥(B)]X=6(4,B)X=C (3.142)

seklindeki reel matris denklemi elde edilir. (3.142) reel matris denkleminin tutarli olmasi

icin gerek ve yeter sart
5(4,B)5(4,B)X =C,

olmast ya da buna denk olarak
I'(ImA)¥ (ImB)C =|lm 4" C
olmasidir. Buradan, AX =T'(4)X ve XA=¥(A4)X esitlikleri dikkate alinirsa
(ImA)C(ImB) =[Im 4’ C (3.143)

esitligi elde edilir. (3.143) esitligi ayn1 zamanda C (Im B ) = —(Im A) C esitligine yani

AC=CB esitligine denktir. Bu durumda; P keyfi reel vektori igin,
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X =06 (4,B)C+2[I;~5 (4,B)5(4.B)|P

bigiminde (3.142) reel matris denkleminin X vektorel ¢oziimiine ve bu ¢dziimiin kompleks
kuaterniyon formunda yazilmasiyla da (3.139) kompleks kuaterniyonik denkleminin X
genel ¢ozliimiine ulasilir.

Bu béliimde dikkate alinan denklemler {izerine yapilan incelemeler ve elde edilen
sonuglar, 13-14 Haziran 2013 de Ankara’da Cankaya Universitesi’'nde gergeklestirilen “8.
Ankara Matematik Giinleri” isimli sempozyum da sozlii olarak sunulmus ve sonrasinda
yapilan yorumlar da dikkate alinarak yayimlanmasi i¢cin makale olarak uluslararasi hakemli

bir dergiye gonderilmistir.

3.2.2. Bir Bilinmeyenli Bir Terimli Baz1 Lineer Oktonyonik Denklemlerin Gercel

Sisteme indirgeme Metodu Yardimiyla incelenmesi

Bu bolim;

a(xa)=(ax)a =axa = p, (3.144)
a(xB) = p. (3.145)

ve
(ax)f=p (3.146)

oktonyonik denklemlerinin ¢oziimlerinin varligi, tekligi ve ¢Oziimlerinin sunulmalari
lizerine incelemeler igermektedir. Incelemeler, bir oktonyonik denklemin gergel sisteme

indirgenmesi metodu kullanilarak, dikkate alinan oktonyonik denklemlerin indirgendigi

ASXSX: = IO
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gergel sistemi iizerinden yapilmaktadir. Ilk olarak gergel sisteme indirgeme metodu
(GSIM), 2006 da Shpakivskyi (Shpakivskyi, 2006) tarafindan yapilan ¢alismada bazi
kuaterniyonik denklemlerin ¢oziimlerinin varligi, tekligi ve ¢éziimlerinin sunulmalarinda
kullanilmis olup, c¢alismayr ayrintili bir sekilde incelememiz sonucu oktonyonik
denklemlerin ¢oziimlerinin varhigi, tekligi ve c¢oOziimlerinin sunulmalar1 incelemelerine
tasima disiincesi olusmus, metodun oktonyon versiyonu icin gerekli teorik bilgiler
olusturulmus ve oktonyonik denklemlerin gergel sisteme indirgenmesi seklinde
isimlendirebilecegimiz bu metod dikkate alinan, (3.144), (3.145) ve (3.146) oktonyonik
denklemlerinin incelenmelerinde kullanilmistir. (3.144), (3.145) ve (3.146) oktonyonik
denklemlerin bu metodla 4, X =p seklinde gercel sistemlere indirgenmeleri pratik ve
kolay olmayan bir siiregtir. Fakat, bu sistemin dogru bir sekilde kurulmasi ile birlikte
glinlimiizde ¢ok iyi bilinen ve de kullanilan Matlab gibi matris tabanli ¢alisan bilgisayar
programlarinin, A, xX=p gercel sistemin ¢Oziimiinde kullanilmas: ile bu tipteki
oktonyonik denklemlerin ¢oziimlerinin varligi, tekligi ve c¢oziimlerinin elde edilmeleri

hakkinda daha hizli sonuglar elde edilebilecektir. Simdi sirasiyla (3.144), (3.145) ve (3.146)

oktonyonik denklemleri gergel sisteme indirgeme metodu (GSIM) metodu ile A4 % =5

sistemine indirgenecek ve bu gercel sistem lizerinden yorumlar yapilacak ve sonuclara
ulasilacaktir.

Ik olarak, @¢€O0-{0}, pecO bilinen oktonyonlari ve xeO bilinmeyen

oktonyonu i¢in (3.144) de verilen
a(xa)=(ax)a=axa =p

oktonyon denklemi ele alinmaktadir. Denklemin x ¢o6ziim oktonyonunun X vektorel

temsilini ¢6ziim kabul edecek 8x8 reel katsayr matrisli 4, X =p reel sistemi elde

edilmektedir. Oktonyon denkleminin ¢6ziimiiniin varligi, tekligi ve ¢oziimleri hakkindaki

yorumlar, A4, X = p reel sistemi ilizerinden yapilmaktadir.
Asagidaki Lemma off ya da fa ¢arpiminin bir ifadesini sunmakta olup, (3.144)

oktonyon denklemini 4, X = p reel sisteme indirgemede temel teskil etmektedir.
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Lemma 3. 2. 2 Her «, f €0 i¢in
aff = Bo~2pa-2(B.a) (3.147)
seklindedir.

. 7 7
Ispat: o = 2 a,e,, f= 2. f,e, € O oktonyonlar igin,
k=0 k=0

aff = (Zakek )(Zﬂkek)

= (B, = By = Pooty = o, — Boat, — fas — oo — By ) e,
+(aB +a By +a,fy—afy —as B+ o s —a iy + o, B ) e
+Hao B+ + o By —a By —ay By — o, fs + a, By + as B ) e,
(a B+ By~ B+, B, — o, B, + oy Bs — as B+, B ) e
(a, B, +aspf +afB, + o, +a, B, — o fs —a, B — o, B, ) e,
(asfy—a, B+, B, —a By + o B, + tp fBs + ot s — a2ﬂ7)65
( )
( )

—+

+

+

+

P+ agfy+asfy—afs+a i —apr o — 1) 6

b+, By —afy+ oy —asf + o fs + o B - alﬂ6 €,

Po = (Zﬂkek )(Zak e,)

= (B, — By = Boot, — o, = fia, — Py — foats — Bres ) e,
+( B, + By, — By, + Boas + Poas — i, + Brog — P ) e
(Lo, — By + Boaty + By, + Boag — P, — By, — Braxs ) e,
(Bia, + Byats + B, — By, + B, — Psars + Py — ey ) e
(Lo, — Bias — Bocts — Py, + Boaty + Psc + Biat, + oty ) e,
( )
( )
(P )

+

+

+

+

as +151054 ﬂ2a7 +183a6 —ﬂ4051 +135050 _ﬂsas +ﬂ7a2 s
25 + 151057 + 152054 ,33055 _ﬂ4a2 +ﬂ50£3 +ﬂ6a0 —,57061 €

=B+ bas + o, — uas = Bsa, + fea, + ey ) e,

Py
+( /5y

+

ﬁ& = (Z;Bkek )(Zakek )

= (_ﬂlal = b, = pias = B, — Bsas — Boa, — B, )eo
+ (_ﬂ3az + b+ Bas — Bsay + Brag - pa, )el
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+(Ba, + By + Boag + Bsa, — Bra _ﬂ6a4)62

(B
(B, - Boa, + Byas — Bsag — oo, + B, ) e,
(=B, + Bray — Bas + i, — Boag + By, ) e,
(

(

(B

+

+

+

ﬁ ﬁ6a3 _ﬂ4a1 +ﬂ10£4 +,B70£2 _ﬁ2a7 )85
-pas + fsa, — B, + Ba, - oy + fa; )es
- B + pas - Ba, — Bag + By )67

+

+

ve
<ﬁa 07>= B, + pa, + By + Bay, + fias + fog + pra;
esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler ile (3.147) esitligine ulasilir.
7 7 7 2
Teorem 3. 2. 7 a=2a,e,€0-{0}, p=2pecO ve = Za.z olmak iizere
i=0 i=0

(3.144) ile verilen
a(xa)=(ax)a=axa=p
lineer oktonyonik denklemi bir tek ¢oziime sahiptir ve bu ¢éziim
i=0

;
xzw[((—Zaf +2a§jp0 +2aya,p, +2a0,p, 20,0 + 20y, p, +2 a0 ps +2 0400 Py +2a0a7p7je0

+ 2a,a,p, + Zaf —2alszl —2a.0,p0, 20,0, - 20, p, — 2,05 p5 — 2 0,0 Py —2&10!7,07)61

7

+H 2,0, 20,0, + (%aiz _20522),02 —2a,05p5 =2 0,00, 0, = 20,05 P = 20,0 Pg —20‘20(7,07)62

7
+| 2a,0,p, - 20,0,p,2a,a,p, + (%aﬁ —26132)03 -2a,a,p, —2a,a,p; —2a,a,p, —2a3a7p7je3
L o 2
+| 2auasp, = 24050, = 2a,a5p, —2a3a5p5 — 2 a,a5p, +(l§)ai —2a; jps 2asa,p5 —2asa,p; |e
+

)
)

+| 2a,0,p, -2a,0,p, -2 a,a,p, —2a,a,p, —2a,a,p, —2a,a,p; —2a,a,p; + (Za —2a p7]e7}

7
+( “2a,a,py —2040,p, -2 a,a,p, —2aa,p; +(l§)ai2 _20‘:)/04 —2a,a5p5 —2a,a,p; —2a4a7p7je4
P
=2a,04p, —200,0, —2a,a,p, —2asa,0, —2a,a,p, —2 a0 s +(l§)ai —20 -2aqa,p, |e

seklindedir.
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Ispat: Lemma 3. 2. 2 den (3.144) oktonyon denkleminin sol yani

a(xa)=a(ax-2d5-2(a 5c'>)

- o(ax)~2a(@¥)~2a(a.5)

(
i) X

=a’x, +axa,—a(ax)-2a

—a[a x0e0+x] 2a(a
= a(ave,) () -2

= (aa)xe, +a| (ae, +a

)-2a(a.%)

(3.148)
ax)-2a(a,x)
] 205(&)?)—205(07,)?)
biciminde elde edilir. (3.59), (3.60), (3.62) ve (3.63) esitliklerinde verilen oktonyonlarin
cebirsel ozellikleri ile (3.148) esitligi dikkate alinarak

7 7
a(xa) = {(—Z al)x, +2a,x, —2a, Z ax, } e,
i=0 i=0

7 7
+ QO al)x +2ap0,x, =20, Y ax, } e
i=0 i=0

7 7
+ Qe )x, + 2a00,%, — 20, z ax, e,

i=0

+ (Za )x, +20,0,%, — 2a3Zax e,

L =0

+ (Z al)x, +2a,0,x, — 20:42 ax, } e,

i=0
7

+{(Za,2)x +2a,a5x, — 20 Z
{ Za )x, +2a,0,x, — 2056205

{(Za )X, +20,06,%, — 2057204)6,}7

i=0 i=0

seklinde yazilir. Elde edilen son esitlikten (3.144) denklemi yeniden diizenlenirse iki

oktonyonun esitligi kuralindan
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7
(=D a})x, +200%, -

i=0

7
2
(Z a; )X, +2a,04%, —

i=0

7
(Z o} )x, + 26,0, %, —
i~0

7
2
(Z a;)x; +20,05%, —
i=0

7
(Z a})x, +20,00,%, —
i=0

;
2
(Z a; )Xs +2a,05%, —
i=0

7
(Z al)x, +2a,0,%, —
i=0

;
Q. a})x, +2a,0,x, -
i=0

7
2a, Z ax; = Py
i=0
7
2a, Z a,x; =P
i-0
7
2a, z ax; = P,

i=0

7
2a, Z a,X; = pPs
i-0

2a, 27: AX; = Py

i=0

2a; 27‘, axX; = Ps

i=0

7
20 z A, X; = Pe
i=0

2a; 27‘, a,X; = Py

i=0

8 bilinmeyenli 8 tane lineer denklem elde edilir. Bu lineer denklem sistemi

AX =p

—

seklinde matris-vektdr formunda yazilirsa A4 katsayilar matrisi,

7
-Ya’ +20;
i=0
20,0,
2a,a,
2a,a,
2040,

2a,0;

2a,04

2040,

-2a,a, -2a,a, 20,0, -2a,0, -2a,0; -2a,0;
l 2 2
l;) a’ —2e, -20a, -2aa, “20a, 2a,04 “2a,04

7
“2a,a, ,;) al -2a; 2a,a, -2a,a, -2 a,a; “2a,04
7
2aa, 2a,a, E) ol —2a; 2w, a0, a0,
7
2a,0, 2a,a, 2,0, E) ol —2a; 2a,a 2a,a,
7
2,0, 2a,a, 2,0, 2a,a, ;) ol —2a;  2aa
7
2,0, “2a,04 2 a0, 2a,04 “2a.a, ,;) al —2a;
2o, -2a,a, -2a,a, 2,0, -2a,a, —2aqa,

(3.149)

-2a,a,

2o,

2a,a,
-2a,a,
-2a,a,

-2aa,
—2aya,
S

2 2
Yo -2
i=0 i
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J v e = T - T
x bilinmeyen vektorii x=[xo,xl,x2,x3,x4,x5,x6,x7] ve ,0=[po,pl,pz,p3,p4,p5,p6,p7]

7 8
olur. 4’nin determinanti |A| = (Zafj dir ve 0# a €O oldugundan det4=0 olup 4
i=0

1 ..
* olur ve boylece 4~ ters matrisi,

1
7 2
tersinir bir matristir. @ = (Zafj denilirse @ = |A
i=0

—’éaf +200 20, 2,0, 2,0, 20,0, 2,04 2,0, 20,
7
=2a,0, E) al -2a} 2o, -2o,a, -2a,0, -2a,04 -2a,04 -2a,a,
7
2a,a, a0, ;0 al -2  2a,a, 2a,a, 2,0 “2a,a, “2a,a,
7

2a,a, a0, 20,  Ta'-2a; 2, -2 a,a; 2,0, 2o,
A—l —w i=0 ;

2a,0, -2a,0, -2a,0a, -2a,a, i_oal.z 20, 2a,0 2a,04 -2a,0,

7
-2a,0 -2a,a 2,0, -2 a,a, -2a,0 ;0 al —2a; a0 2a,a,
7
“2a,a, “2a,a, -2a,0, “2a,a, “2a,a, “2a,0, ’% al -2a,  2aa,
7

=2a,0, 2,0, -2a,0, 2,0, 20,0, -2a,a, -2a.a, E,) al —2a

seklinde elde edilir.

Boylece (3.149) denkleminin tek ¢dziimiiniin ¥ = 4~' 5 olmas1 bilgisinden (3.149)
denkleminin X ¢6ziim vektorii ((3.144) denkleminin x oktonyon ¢dzlimiiniin vektdrel

temsili)

2
7
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, -
(_ ZE} a +2a; j Py +2a,040, +2000,0, + 20,0503 + 20,0, P, +2 000 Ps +2 008 P+ 20404

7
—2a,0,p) + (E) aiz - 20[12 j P —2a0,p, —2ai0505 =20, p, — 2o ps =2 040 pg — 20404 p;
7
—2a,0,py 2040, + (E) aiz - 20‘22)p2 =200, = 20,0, — 20,0505 = 2,0 g — 2 04,0, P,
7
—2a,o5p0) 20,050 20,05, + (E) al =25 ) Py —2ao5a,p, =2 05,05 =2 0 P — 2 o0, p;

7

2ao,p, 2040, — 2,040, =200, 5 + [lz(:) aiz - 2“: j Py =204,05p5 = 20,0 pg =2 0,0, P,

.
—2a,o5p, = 20050 = 20,05 p, =205 p5 = 20,050, + ([Z(:) o —2a; j ps —2as0ps =2 a0, p;

7
—20,a,py —2040,p = 20,00, =2 04,0, Py = 20,0 P, — 2O Ps + (E) a =205 j Ps =200,

i=0

7
20,0, p) = 2040, =2 0,00, =2 050, p5 — 2 04,0, P, = 2 0650, ps = 2 00 P+ (Z aiz - 26¥72 j P7

dir ki, (3.144) denkleminin x oktonyon ¢dziimii bu temsilden yazilir.

0 # o oktonyonunun o' ¢arpimsal tersi vardir ve (3.144) ile verilen
[a’l (axa)] al= (a’lp) a’
denklemi ve buradan x oktonyonu
x=a ,005"1

esitligi ile elde edilir. o' pa™" iiglii oktonyon ¢arpimini elde edip x ¢dziim oktonyonuna

ulagsmak yerine; (3.144) oktonyon denklemine denk

ASXSX: = p
reel sistemi i¢in iiretilen ve gelistirilen metotlar1 kullanarak ya da matlab gibi matris tabanli
calisan bilgisayar programlarini kullanarak X ¢6ziimiine ulagip x oktonyon ¢oziimiinii

yazmak tercih edilebilir. Teorem bu yonden 6nem arzetmektedir.
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Ornek 3.2.1

(e, +4e —e,+3e, +e,—Te,+5¢,) x(e, +4e, —e, + 3¢, + e, —Te, +5e,) = —¢, +2¢, +3e, (3.150)

+5e, —3e, — e

denklemi igin
a=e,+4e —e,+3e,+e,—Te, +5e, ve p=—e, +2e +3e,+5e, —3e, —¢,

olup oktonyon denkleminin

axa=p

formunda oldugu goriilmektedir. O halde, (3.150) oktonyonik denklemi

—100x, —8x, +2x, —6x, —2x, +14x, —10x, = -1
8x, +70x, +8x, —24x, —8x; +56x, —40x, =2
—2x,+8x, +100x, + 6x, +2x, —14x, +10x, =3
102x, =5

6x, —24x, +6x, +84x, —6x, +42x, —30x, =-3
2x, —8x, +2x, —6x, +100x, +14x, —10x, =0

—14x, +56x, —14x, +42x, +14x, +4x, +70x, = —1
10x, —40x, +10x, —30x, —10x; +70x, +52x, =0

8x8 gergel lineer sisteme indirgenir.

Bu sistem 4x =b formunda yazilir ve ilk olarak X vektorii elde edilir sonra da x

oktonyonu

x=53/5202¢, +47/2601e, +155/5202e, +5/102e, —53/1734e,
~1/2601e,—37/5202¢, —5/2601e,

seklinde yazilir.
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7 7
a=Yae,, f=12 B €0-{0} ve peO olmakiizere x €O bilinmeyeni igin
i £=0

(ax)p=p

oktonyonik denklemi dikkate alinsin. (ax) S = p oktonyonik denklemi Lemma 3. 2. 2°den

(
(
=((x, +¥)a) p-2(3a) B-2(x,a) B (3.151)
(
(

biciminde elde edilir. (3.59), (3.60), (3.62) ve (3.63) esitliklerinde verilen oktonyonlarin
cebirsel 6zellikleri ile (3.151) esitligi

(ax)ﬂ{[aoﬂo —gakﬂk}o

(—af,—a. By + o, By — s by + a, Bs — s B, + . By — By ) x,
(—aoB, — o,y —a, B+, B+, By — o By — o, Bs + s ;) X,
(—aBs— By — . B+, B+, B — o, B, — s By + o B ) X,
(—aoB, —afy—a, By + afpy —a, s + asf + a, By — . By ) X,
)
)
)

+

+

+

+

+

( afBs—asfy—a B+ o, By —af+ o By —a B+ o B ) X,
( afs—asfy+ . fy—a,fy —au fs + as By — o B + o, By ) X
( af; —a, fy+ o, fs —as B —a, B+ as fy—a S+ ag ) x, :' )
+ [(aoﬂl +ofy o fi—asfy +afs—osfi+ o S —agf )xo

[iakﬂk -2,/ ] X

k=0

+

+

+

+

—a, B —af,+a Sy - Byt a B —a B —as B + abﬂS X,

( )
+( af—af—ayf+a, By —a,fs + a By + o s —as By )xa
(- )
(- )

+

a,p—af+afs—afy—a,p+a, B, —a i+ a3ﬂ6 Xy
afs—asfp—a Byt a,fy+a,fo—af, —a B+ o ) xs

+
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+ (_alﬂ() - abﬂl - aoﬂ7 + a7:50 - azﬂs + asﬂz + a4ﬂ3 - 053,34 ) X6
+ (—0{7ﬁ1 —af+a ffs—afy + By —a B —an s+ as B ) X7 ] €

+ [(aoﬂz +a,fy—af+ o+ o, S —agf— o B+ as B ) Xo
+ (_azﬂl —ayfy— Syt ey —a B+ an By + as B — ag s )xl

+(—a, By — o By +a B — o iy + a, Bs — s By + o, By — i B ) X,
+(—a, B, —a, By + s — g By — o By + as iy — o B+ o 5 ) x,
(—a,Bs —asf, + ay By —a, By — a, By + s B, — o, By + 4 B,) X
(-, B — a5, —a, By + By + o0 By — as  — i, By + By ) X
(-, 8, — . 3, - aO,BS+a5ﬂ0+a4,b’]—a1ﬂ4+a6ﬁ3—a3ﬂ6)x7]e2
+[(a0ﬂ3+a3,80—a2,81+alﬁ2+a4ﬁ7—a7ﬂ4—a5ﬂ6+aéﬂ5)xo
(a8~ B+ by — o, By + a, By — oy By — o, s + s By X,
(-, By~ B, —a b+ o By — e, s+ as B, — . s + e By ) X,

+(iakﬂk 2a3ﬂ3jx3

(—a, By~ B+ By — o, B+, Bs — s B, — o iy + s By) X,
(-, Bs —as By — By + s By — . By + ., By + o, B — a, By ) X,
(—ae By — By + o ffs —as By — i, By + o By — B + o, By ) X
(e, By =B~y By + a, iy + B — a By + o, By —asB) X, ey
+[(0¢0ﬂ4+a4ﬁ0—a2ﬁ6+a6ﬂ2—alﬂ5+a5ﬁ’l+a7ﬁ’3 a, ;) %,
(—a, B, —a. B, — By + o By + o, By — o, By + o 3y — o, B
(—a By +aBy—a, B, —a, By + o, s —as s+, — . B;) x,
(—aof, + . By — . By + o 5y —a, By — B, + o By — s By ) X,

,
( a,p —2a,p, J Xy
=0

(_a4ﬂ5 - asﬂzl + aoﬂl - a1ﬂo + a2ﬂ3 - 053,32 + a7ﬂ6 - a6ﬂ7 ) Xs
+ (_a4ﬁ6 —a B+ o, fy - By —a B+ o — o B+ as B )xﬁ
(a4ﬂ7 —a,fy o B — oy~ + o, By — s B + o s )x7 ] €

=

1

+

+
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+[ (a,Bs +as By —af+ o By —a, By + o, By — ay By + . By ) X,
+(—a fs —asf + o B, —a,fy— o, B+ a fr + o By — o B ) x,
(—a,Bs —as B, —a oy + o, By + a, By — s B, + o B — a B) X,
)
)

+

+

( afs—asftafo—a b+ o, B —ap—a B+ o ) X
( a,ps—asp,—ap+rafy—a, i+ f,—a, B+ a B )x,
(

+

+£Z7:akﬂk —2a,f; J X5

k=0

+

—afg —afs—a Syt Byt —a fy —a, b+ o By) X

+

)
(—a, Bs —asfp, + a  ffy — . By —a, By + s B+ o, By — a6ﬁ4)x7]e5
[(a0ﬂ6+a6ﬂ0+a2,84—a4,82—a3ﬂ5+a5,83 a.f+a,pB,)x,

(—a By — B+ By — o, By + o, s — as By — o, By + o, By ) X,
(—a,Bs — o, + a, By — By — . Bs + s B+, By — c)c3ﬂ7)x2
(- A1)
( )
)

+

+

+

+

afs —as By —a s +as fy+a, B —a, B, +a, B — 4) X3
—a, By —af, - fra, B taf—af o, b - a5ﬂ7 Xy
(_asﬂe a()ﬂs + aoﬂ3 0!3ﬂ0 aZIBl + augz + 054,B7 a7ﬂ4 Xs

+( 7 n _2a6ﬂ6]x6
(-

+

+

k=0

+

a7,36—0¢6ﬁ7—aoﬁl+alﬂ0—a2ﬂ3+a3ﬁ2—a4ﬁ5+a5ﬂ4)x7]eé
+[ (@B + @By + By —as By —a, By + B — o By + i B) %,
(—a, B, —a B, — By + s By — o, By + a, By + o, By — s 3y)
(—a, B, — o,y + a4y Bs — as By —a, B, + o, B, — o By + By ) X,
)
)
)
)

+

X

+

+

(_O%Bz —ay B+ By —a, By —au s+ a i — oy fs + as ) x;
( a,p,—a, B, —af+ o fy +a, B — oy By + as B — o s
( o, fs —as By —a By + By + By — oy B — o B + o By ) xs
( o, fs —agfy + o — o fy + o, fy — o By + o, B — as By ) x,

+(iakﬂk —2a,f3 j X7 } €

= Pol T P16 T P8t Pyt Piey t+ Pses + Pl t Pre;

+

Xy

+

+

seklinde yazilir. Elde edilen son esitlikten (3.145) denklemi yeniden diizenlenir ve iki
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oktonyonun esitligi hatirlanirsa

ml2=o,f, —a,fp, +a,fs—a,p, +a, B, —a b,
ml3=-a,fi+a,p +a,f, —af,—a,f + a;f,,
mld=—ao,fB +a,p, +a,p, —o, B, —os s + oy f,
ml5=—a,f+a.fB—afs+af+a, B —a B,
ml6=-o,p,+a,p,—a,p +ap,—af+ap,
ml7=a,fs—afp, —a, B+ o f,— oy B + a B,
ml8=a,fs— o B, —a, fpy+ oy By — o S + o B,
m23=a,f; — o fy + a, B, — oy i — as i + o s,
m24 =—a,f, + o, By —a,fs + o + o, Bs —as B,
m25=a,f; —a;fy— o, p, +a, B, —af; + a B,
m26 =—a, B, +a, By +a, B —a.f, —a, B+ o, B,
m27=—o,f, + o, B, —o, s + o B, +a, By — o B,
m28=a, B —af, +a, B, —a, B, — o, fBs + as B,
m34=a,p -ap,+a,p;—op,+o, B —ap,
m35=a,fs —a By~ fs +asff—a. p +a B,
m36=o,f, -,y —a,f + B, —a Sy + o B,
m37 = —Otoﬂ4 + a4ﬂo + alﬂs - asﬂl - a7ﬂ3 + a3/37,
m38=—a,fs +a;fy+ o, f—a B, + o fy —as By,
ma5 =a,f; — o, fy + o, fs — asp, — e, By + a
ma6 = —a, S +a.fy — o,y +a, By + o, f -, By,
mal=a,p; —a B, —a, B, +o, b, —a,p +a,b,,
ma8=—a,f, +a,fy+a, By —af, +a,fs —asf,
mS6=a,fB —a,f,+a,B,—a,p, + o, B —ap;,
mST7=a,f, —a, B, —a, By + a, p — o, fs + a3,
m58=a,p, — o, ff, —a, B, + o, 3, — s B + & B,
m67 =—a,fy+ o, fy+ . p —ay B —a B+, B,
mé8=a,f, —a,fy —a fy + . f + o, B — a4y by
m78=—a,p, +a,f, —a,f + B, —a,fs + o B,

atamalari ile 8 x 8 tipinde



2

a0By— D by

k=1

a0ﬂ1m1ﬁ0+m12
ag B,tan fy+ml3
agfytaz fytmld
a0ﬁ4+a4[30+m15
agfstasfy+ml6
agfgtaeBytmlT

a0ﬁ7+a7[30+m18

—aoB a1 Bytml2
7
Zakﬁk*Zal ﬁl
k=0
—azﬁl—alﬂz—ml’;
—alﬁ3ﬂ13ﬁl—m24
—a4ﬁ1—a1ﬁ4—n125
—alﬁs—a5l31—m26

—a1 Bg—aeB-m27

—a7ﬁ1—a1ﬁ7—n128

—af,—azBy+ml3
—a By —ay B,y +m23
7
2 akp2mp,
k=0
- By—a3B,—m34
—a2ﬁ4—a4ﬁ2—m35
—a;ﬁs —a5ﬁ2—m36
—aBg—aeB,—m3T

—a2ﬁ7—a7ﬁ2—m38
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—a0f;-a3Bytml4
—ay By-a3z B +m24
—ayfy-a3 B, +tm34
7
Dk -2a3p;
k=0
—a4[33—a3 ﬁ4—m45
—(13ﬁ5—(15ﬁ3—m46

—a6f3—a3Bg—mAT

—a7[33—a3ﬁ7+m48

—a0B4—0aaBytmlS
—a4[31m1ﬁ4+m25
—az P 4—04f,+m3S
—a4 B30z B, mAS
7
Zakﬁk_2‘x4ﬁ4
k=0
—a4Ps-asp,~ms6
—a4Bg—0eB,—mS7

a4ﬁ7—zx7ﬁ4—n158

—agfs—asBy+ml6
—a) fs—as B +m26
—azﬁs—a5l32+m36
—a3 f5—as P +mi6
—a4ﬁ5 —a5ﬁ4+mS6
7
2 aip2usps
k=0

—asfg—a6B5—m67

—a7ﬁ5 —a5ﬁ7—m68

—agBg—acBytml7
—a) Bg—ae B +m27
—azﬁé—a6ﬁ2+m37
—a6f3—a3Bg+mAT
—a4[36—a6ﬁ4+m57
—asfg—agPs+mo67
7
2 aBy2a6
k=0

—a7[36—a6ﬁ7—m78

—aoB;-a7By+ml8
—a7B,~a Bs+m28
—azf,-a7B,+m38
—a7B3-a3 B, +mA8
zx4ﬁ7—a7[34+n158
—a7fs—asp,+mo68
—a7B¢—acBs+m78

7
- aB2a1p,

k=0

T
C e - T
katsayr matrisli, x=[xo,xl,xz,x3,x4,x5,x6,x7] ve p:[poaplapzapsapwpsapmp7]

vektorli 4, x = p gergel sistemine ulagilir.

Sonraki asama, gergel sistemlerinin varligi, tekliginin belirlenmesi ve ¢6ziimlerinin

elde edilmeleri tizerine gelistirilen metodlar1 kullanmak ya da bir bilgisayar programindan

faydalanmak olacaktir.

Ornek 3. 2.2

((60—261 +3e, +5e, —e; —be, +e7)x)(3e0 —e —2e,+e,—2e,—4e, ) = e, —2¢ +3e, +be,

oktonyonik denklemi i¢in

\%

P =3e,—e —2e, +e,—2e —4e,,

a =e,—2e +3e, +5e,

(3.152)

+5e, —2e; +4e, +8e,

—e, —06e, +e,,

p=e,—2e +3e, +6e, +5¢e, —2e; +4e +8e,

olup (3.152) oktonyonik denkleminin
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(ax)f=p

formunda oldugu goriilmektedir. O halde, (3.152) oktonyonik denklemi

—6x, —18x, —18x, —30x; —5x, —12x, +31x, +16x, =1
—32x, +8x, —34x, —x; —8x, +3x, —16x, +11x, =2

—Tx,+34x, +12x, —20x; +27x, +8x5 +3x, +12x, =3

—16x, —x, +20x, +24x, +2x, = 27x,+27x, =6

27xy +21x, = 27x, +12x; + 2x, —20x, +13x, + 6x, =5
—18x, —5x, —8x, +23x; +22x, +12x, +30x, —15x, = -2

—9x, —4x, —3x, —12x, +19x, —34x, —12x, —28x, =4

14x, —25x, —12x, + x; +32x, + Tx; —16x, +20x, =8

seklinde 8 x 8 gercel sisteme indirgenir ki, bu sistem

3953/56595
—233/18865
-5/1386
131/11319
4607/30870
-1510/11319
—-12629/339570
3772/33957

=i
I

seklinde tek ¢oziime sahiptir ve bu ¢oziim ayni zamanda (3.152) oktonyon denkleminin

¢Oziimiiniin vektorel temsili olup (3.152) denkleminin x oktonyon ¢oziimii

x=3953/56595¢, —233/18865¢, —5/1386e, +131/11319%e,
+4607/30870e, —1510/11319e, —12629/339570e, +3772/33957e,

seklinde elde edilir.
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7 7
a=Yae,, f=12 B €0-{0} ve peO olmakiizere x €O bilinmeyeni igin
k=0 k=0

a(xp)=p

a(xf)=a ﬂx—2ﬁi—2<ﬁ,fc>)

Bx)-2a ﬁx)—za@,x}

I
Q
—_

oktonyonik denklemi dikkate alinsin. o (x,B ) = p oktonyonik denklemi Lemma 3. 2. 2°den

= a(p(x,+%))~2a(fx)-2a(B.%) (3.153)
=(af)x,+a(px)-2 ﬂx) 20‘< >

()5 al(5+ )3)-2a(A5)-2a(5.5)

- (@B}, + (@), a(B.5)-2a(B.5)

“(xﬂ)=Haoﬂo —gakﬂijo

+

seklinde elde edilir. (3.59), (3.60), (3.62) ve (3.63) esitliklerinde verilen oktonyonlarin
cebirsel 6zellikleri ile (3.153) esitligi

(_aoﬂl —afy B —ap+afs—as B+ o, B —a B )X

+(~aB — .y~ By + o+ a o — o By — o By + as B ) x,
+( aoﬁ3 - aaﬂo —a,pB o p,+ 0(4,37 - 0!7,34 - asﬂs + a6185 X3
+( a0ﬁ4 - 054ﬂ0 - azﬂs + aéﬂz - alﬂS + aslgl + a7183

+( ayfs —aspPy— By + ou fy —a, B+ By — ag By + o ) x;s
+(_a0ﬂ6 a()ﬂo + 0(2,54 _a4182 _a3ﬂ5 +a5ﬂ3 _a7ﬁ1 + a1ﬂ7 X6

+

aoﬁ7 -

+

(-
[
+(Z7:ak,8k -2, jxl

k=0

a,fBy+ o, fs—asf —a i+ o fy— o fy + o B ) x, ] €

)
)
)
—a,f3,)x,
)
)
)
)

( B +afy+a,f—as by +a,fy—af+ o, B —a B ) X,
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+(—a, B —afy+a i —as By —a,fr+ o, By +as B — ey B ) x,
apy—af—a Bty —a,fy+ o — o, fs + as ) x;
—a, B —a B+ afs—as B+ fr—a. B+ a By — o fy

(- )
(- )
( )
(- Bs —asp—a B, +a,fy — . By + a oy + . By — o, B, ) X,
(- )
(- )

)

)

+

+

Xy

+

+

alﬂ6 - 0(6ﬁ1 - aoﬂ7 + a7,80 + azﬂs - asﬂz - 0(4ﬂ3 + 053,34 X6
B —a. By +ayfis — o By — . By + oy iy + o i — as s x7]el
+[ afy+afy—afy + o+ a o —af— o fs +asfr ) x,

+

+

ap—af,—af+afy+a,f—a B —os B+ o B ) x,
+

(-

[iakﬂk —2a2ﬂ2jx2

(kcoxzﬁ3 —a. 3+, B —a By —a,fs taB, —a. B +af.)x,
(-

(-

(-

(-

+

+

)
a, B, —a,fy +a,fy —affy + s fs —as By + o, B — oy By )
o, fs —asf, + o By — o, By + o By — o By + a, By — o 5,
a,fs—afB, —af,+a, By — o fs + as B+ o, fy — o 5,
B, —a, B, —a,fs + o, —a,p + . B, — B +0(3/36)x7]e2
)
)
)

+

+

X

+

+|: aoﬂ3 +a,fy -, p o Byt a B —an By —as g + ag B ) x,

+

afy—af+o By —an By —a,fy+a B+, B —as B ) x,

+

ap—apro B +a B +afs—as B+ a fo—a B ) x,

(-
(-
+ (i%ﬂk 2o, j X,

(—a, By~ B, — o f5; + o, By — o, s + s By + oy By — g By ) X,
(-, Bs —as By =y By + a By + o, By —a, B — o, B+ a, B, ) X,
(—aeBy— B — . B, — . By + o s — s By + o, B — o, By) X,
(- a7ﬁ3—a3ﬂ7—a0ﬂ4+a4ﬂ0—a2ﬂ6+a6ﬁ2+alﬂ5—a5ﬂl)x7]e3
+[(aoﬂ4+a4ﬂo+a7ﬂ3 a, B, — o, f + ay B, — o s + as ) X,

(asfy—aofBs — By + o By — By + o, By, —a, B — o B, ) x,
ayfs+a By — By +as By —a, i —a, B — o, B+ o B x,
o, +a, By —afy —a fy + o, By — as By — o B + o 5 ) x,
Y, -2046, 1

7
k=0

+

+

+

+

+ +
Q

+

(-
(-
!
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(- fs—as B+ B —a fy—a, B+ o B, —a, B + o B )xs
—a,fBy—af oS~ B taf—af+a i —as ) X
—a B -, Bt af—o B+ — oy B+ as o — o s )x7 ] €,

(
(
(
[(asﬂo +a,fs—ag By + o B —au B+ au iy —a, B+ o By) X,
(
(
(

+

+

+

+
N

Bo—a by -a i+ fta,f—a b —a s —asf )x1

— B+ By —afy o —an B —as By — o B + o B )xz

s —a By — B —asfy—a, B +a,py o b —a S )x3

— B tafta,f—af,—afi—asf+a, By —a ) Xy
7

+ [zakﬂk —2a,f; ] X5

(—asfy —agffs —a by + s By — o, B+ oy By + ., By — at, By ) X,

(—a, B —as B, + a B, — . By + . By — o, B, — o, f3, +a6,84)x7]e5
+[(0¢0ﬁ6 —a B —afi+as i+, B —a B — o B+ e Br) X,

(@B, — o, fy+a, By~ By — o, fs + as B, —a, B — o 3, ) x,

+

+

+
—_

)
+(a B, —afy—a, By + o, By — o, By — ay By + o, B — as ) x,
+(as By —afs —affy —a s — i, By + o By —a, B + a4, By) X,
+(a, By — B —a By + o B —a, By — By — o, By + o B, ) X,
+( By~ By + o, —a By —a, By — o, By + ot By — a4 By ) X

+ (_a7ﬁ6 - a6ﬂ7 + alﬂo - aoﬁl + azﬂ3 - 053,32 + a4ﬂ5 - asﬂzl ) X; :l €
+ I:(aoﬂ7 +a,fy -+ s+ s —as B — o g+ o B ) %o
+ (abﬂo —a,fs—afi+asfira B —af—a B -a b, ) X

+

(s —asfy+affy— s B —a, By — . By + o 5 — . B,) x,
(2B, — .y — . By — s B + o,y — s By + o B — ats B, ) x,
(. — By — . B+, B, — a3y — a, B, — s B + et Bs ) X,
)
)

—+

+

+

(azﬂo —af,—afitaf+af—af,—a, B —as B ) x;
(aOﬂl —afy—anpitanf—afs+as B —an By —a B ) X

+ iakﬂk 2o,/ j Xq } ¢

k=0

+
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= Po€y T P8+ Pr6, T pies + pae, t Pses + Pl + pre;

seklinde yazilir. Elde edilen son esitlikten (3.146) denklemi yeniden diizenlenir ve iki

oktonyonun esitligi hatirlanirsa

ml2 = a2ﬂ3 - a3ﬂ2 + a4ﬂ5 - a5ﬂ4 + a7186 - aeﬂw
ml3=—a, B+, B +a,fy—a B, —a,fs +asf,
mld=—a,f +a, B, +a,p; —a; B, — as i + ag fs,
ml5 =—a,f; + a5, — o, fs + as b + o fy — s .,
ml6=-a,p, +a,p, —a,p +ap,—af+ap,
mlT=a,f,—a,p,—a;fs+asf—a, B+, f;,
ml8=a,f;—a,p,—a,p,+a,B,—a, B +ao.f,
m23=a,p,— o fy —a, B, + o, B, + as fy — ay s,
m24 =—a,f, + o, By —a,fs + o — o, fs + s B,
m25=a,fs —a; By + . B, —a, By + a s — o B,
m26 =—a,f, +a,fy —a,fs + o, + o, by —as 5,
m27 =—a,f; +a, fy + o, fs —asfp, —a, fy + o B,
m28 = o, fs — o fy — o, B, + a b, + o s — as s,
m3d=a,p —a,f—a,ps+a; B, —a, f +af,
m35 = o, fs —afy + & fs —as By + oy — oy
m36=a,f, -, +a,f—a. B, +a g —a. B,
m37 =-a,p, +a,p,—a,ps +a,p +a,p,—a.p,,
m38=a,f —a.f, —a,B—a, B, +a,B —apf,,
maS =—a, B, + ;B — o, fs + asf, + o, iy — ag
ma6 =—a,f + oy + o, —afr — o, i + oy s,
maT =—a, B, — o, B, + . fs — asfy + o, f — b,
ma8=—a,f, + a,fy — o, f + af, + o, fs —as B,
m56 = a,f, — o, fy —a, By + s 5, — o, i + o .
m57=a,f, —a,fy+ o, 5 — o f + o, fs —as 5,
mS8=a,f; —a, )+ a, B — o B, + s g — .
m67 =—a, B, +a. B, —a, B +a. B, +a,p—a.p,,
m68=a,fB, —a,fy + o ffy — o, f — o i + e B,
mi8=a,f, —a,p +a, By — . B, +a,fs —as By,



atamalar1 ile 8 x 8 tipinde

7
aoﬂo’zakﬁk

k=1
ag B +ay By+tml2
ag B+ By+ml3
ag By+az By+ml4
ag B 4+0og By+mlS
ag s+asBy+ml6
ag BgtoeBy+tml7

ag f,+o7 By+mi8

ﬂoﬁ]ﬂlﬁ(ﬁ»mlz
7
Zakﬂk_zalﬂl
k=0
03B —a1f,-m23
—oy By—a3f—m24
04 —a1f4—m25
—o1 Bs—asf—m26
—ay Bg—aecf—m27

—a7B,—a1f;-m28

ﬂxoﬁz—azﬁoﬂnn
—0p B, —a1 B, +m23
7
> arB202,
k=0
—03 By—a3f,-m34
—03 B4—asf,-m35
—0p Bs—asf,-m36
—0p Bg—aef,—m37

—03 By—a7B,-m38
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ﬂxoﬁl—m ﬁ0+m14
—ayfy-azf+m24
—0p By—a3 B, +m34
7
> arB2a3 B
k=0
—04 By—azf,—maS
—03 Bs—asf;-mi6

—06 By—a3 B g—m4T

—07 By—a3 f;+mAa8

—aof4—a4By+mlS
04 B +ay By +m25
—0p By—a4f,+m35
—04 By—a3 B, +maS
7
> arB2aaB,
k=0
—a4ﬁ5—a5ﬁ4—m56

—04Bg—aef4—mST

a4 Bq-a7B,-mS8

ﬂxoﬁs—a5ﬂ0+ml6
—ayfs—asp+m26
—0p Bs—as B, +m36
—03 Bs—as By +ma6
—04 Bs—as B, +mS6
7
> arB2asBs
k=0
—05 Bg—agfs—m67

—07 Bs—asf;-m68

—aoﬁﬁ—a6ﬂ0+m17
—ay1 Bg—acB +m27
—ay Bg—aef,+m37
—agfy—a3fs+md7
—agfg—acf4+mST
—asBg—acfs+m67
7
> axBy—2a6B

k=0

—a7 Bg—aef,-m78

—00B;—a7By+ml8
—a7B-aip,+m28
—ayBy—a7f,+m38
—a7B3-a3f,+ma8
a4ﬂ7—a7ﬂ4+m58
—a7fBs—asf,+mo68
—a7Bg—aef,+tmT8

;
> axB—2a1B4
=0

T
C e - T
katsayr matrisli, x:[xo,xl,xz,x3,x4,x5,x6,x7] ve p:[poaplapzapsapwpsapaap7]

vektorli 4, X = p gergel sistemine ulagilir.

Sonraki asama, gergel sistemlerinin varligi, tekliginin belirlenmesi ve ¢dziimlerinin

elde edilmeleri tizerine gelistirilen metodlar1 kullanmak ya da bir bilgisayar programindan

faydalanmak olacaktir.

Ornek 3. 2.3

(e, —2¢, +3e, +5¢, —e; — be, +e7)(x(3eo —e —2e, +e, —2e, —4e7))=e0 —2e, +3e,

oktonyonik denklemi i¢in

Ve

a =e,—2e +3e, +5e,

B =3e,—e —2e, +e,—2e —4e,

(3.154)

+6e, +5e, —2e, +4e, +8e,

—e,—06e, +e,,

p=e,—2e +3e, +6e, +5e, —2e, +4e, +8e,
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olup (3.154) oktonyon denkleminin
a(xp)=p
formunda oldugu goriilmektedir. O halde, (3.154) oktonyonik denklemi

—6x, —18x, —7x, —30x; —5x, —12x, +31x, +16x, =1
=32x, +8x, —12x, —x; —28x, + 23x, +10x, + 7x, = -2
~Tx,—12x, +12x, +30x, +5x, —22x, +25x, —18x, =3
—16x, —x, —30x, +24x, —2x, —9x, —6x, +29x, =6
27x,—14x, —5x, +16x; +2x, +32x, +19x, +10x, =5
—18x, —25x, +22x, + 5x;, —=30x, +12x, —12x, + 7x, = -2
—9x, —30x, —25x, —6x; +13x, + 8x; —12x, —26x, = 4
14x, —21x, —18x, — x; + 28x, + —15x, —18x, +20x, =8

sistemine indirgenir.

Boylece bu 8x8 gergel lineer sisteminin

X= [1 88/2695,-384/2695,-40/539,244/2695,288/2695,-26/539,-23/2695,214/ 2695]T

seklinde tek ¢oziimii vardir bu ¢oziim ayni zamanda oktonyon denkleminin ¢éziimiiniin

vektorel temsili olup denklemin x oktonyon ¢ozliimii

x=188/2695¢, —384/2695¢, —40 /539, + 244/ 2695¢, + 288 / 2695¢, — 26/ 539%,
~23/2695¢, +214 /2695,

seklindedir.

Bu boliimde dikkate alinan denklemler iizerine yapilan incelemeler ve elde edilen
sonuclar, 5-8 Eyliil 2012 de Nigde Universitesi'nde gerceklestirilen “XXV. Ulusal
Matematik Sempozyumu” isimli sempozyumda sozlii olarak sunulmus ve sonrasinda bu

bulgular (Bolat ve Ipek, 2012) kiinyeli makalede yayimlanmustir.



76

3.2.3. Bir Bilinmeyenli ve Bir Terimli Baz1 Lineer Oktonyonik Denklemlerin Matris

Temsilleri Yardimiyla incelenmesi

Bu boliim; oOnceki boliimde ¢oziimlerinin varligi, tekligi ve ¢Oziimlerinin

sunulmalar1 yoniinden 4, ¥ =p bigiminde gergel sisteme indirgeme metodu (GSIM)
kullanilarak incelenen axa =p, a(xf)=p ve (ax)f=p oktonyonik denklemlerinin,

oktonyonlarin matris temsilleri metodu (OMTM) kullanilarak incelenmelerini icermektedir.
Oktonyonlarin matris temsilleri metodu (OMTM) burada dikkate alinan oktonyonik
denklemlerin ¢ozlimlerinin varligi ve tekligi lizerine daha hizli tespitlerde bulunma,
¢Oziimlere daha hizli ulasma ve ¢oziimleri kapali formlarda sunabilme ve en etkilisi de
islem kolaylig1 ve pratikligi saglama yonlerinden gergel sisteme indirgeme metoduna

(GSIM) tercih edilebilecek bir metod konumundadir.

Asagidaki teorem, (3.144) da verilen oktonyonik denklemin X ¢6ziim vektor

temsilini ve x oktonyon ¢ozlimiinii vermektedir.

7 7 7 1
Teorem 3. 2. 8 a=>a,e, €0-{0}, p=2 pe €0 oktonyonlar i¢in @ = (Zafj ,
i=0 i=0 py

7 7
My = —Z(af +2a§), W= Z(af —2a,f), k=1,...,7 olmak iizere (3.144) de verilen

i=0 i=0

a(xa)=(ax)a=axa=p

lineer oktonyonik denklemi bir tek x oktonyon ¢ozlimiine sahiptir ve x ’in vektorel temsili,

)?zﬁwT(a)vT(a)ﬁ, (3.155)
ya da

F=—L o 3.156

T e (.156

ya da
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L1
el et @

(3.157)

seklinde farkli bicimlerdedir ve x oktonyon ¢oziimii,

xX=a [(ﬂopo +2a, (aopo TP TP, TP 0P T OsPs + O P+ OGP )) €
+H(=2a,a0p0 + i py = 20,0, p, =200, p5 = 20,0, p, — 2050, ps — 2000, pg — 20,01, )el
+H( 20,0, = 2000, 0+, p, = 2050, p5 = 20,0, p, = 2050, s — 200, pg — 20,01, )ez

(20,050, = 20,050, = 20,040, + 0 p5 — 200,05, — 20650, ps — 20506, p5 — 20,0, ) e (3.158)

+(—2a0a4p0 —2ay0,p —2040,p, = 2050, 5 + 0P, — 20650, P5 = 20,0, P — 20,0, 5 )64
+(—2a0a5p0 = 204050, = 20,0150, = 206,05 — 20,050, + Os s — 20,5 P5 — 20,057 )es

+H(=2a,0,py = 20004 = 20,0 p, = 2050, p5 = 20,0 P, — 2060 Ps + O P = 20,0, ) =

+H(2a0, 0y = 2000, p = 20,04 p, = 2050, Py = 20,00, P, = 206504 5 — 20050, P + 01 e7:|

seklindedir.

Ispat. (3.144) denkleminden

a(xa)=(ax)a=axa =p
vektorel esitlikleri elde edilir. Buradan (3.71) ve (3.73) esitliklerinin dikkate alinmasiyla
v(a)w(a)xi=p

7
esitligi elde edilir. a=XYae €0-{0} igin v(a) ve w(a) matrisleri terslenebilir
i=0

oldugundan x oktonyon ¢dziimiiniin vektor temsili,
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veya

F=—w (a)V (a)p (3.159)

seklinde elde edilir. Boylece (3.155) esitliginin ispati tamamlanir.
a(xa)=axa ve w(apa)=w(a)w(B)w(a) esitlikleri dikkate alarak
w(a(xa))=w(p)
veya

w(er)w(x)w(er) = w( )

esitligi yazilir ki, buradan w(x) matrisi

W)= (@) wlo) o ()
= w(a‘l ) w(p) w(a"l)
1

o @ (@)

biciminde ifade edilir. )*c:c}lv(x) bilgisi ile, (3.144) denkleminin ¢oziimii x’in vektorel
temsili

X=—7pcC. y (3.160)

seklinde olur. Boylece (3.156) esitliginin ispati tamamlanir.
Benzer olarak o(xa)=axa ve v(afa)=v(a)v(B)v(a) esitlikleri dikkate
alinarak

v(a(xa))=v(p)

veya

v(@)v(x)v(a)=v(p)
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esitligi yazilir ki, buradan v(x) matrisi

biciminde ifade edilir. fc:ci(x) bilgisi ile, (3.144) denkleminin ¢6ziimii x’in vektorel

temsili

1,
F=—ocl (3.161)
o @

seklinde olur. Bdylece (3.157) esitliginin ispat1 tamamlanir. (3.159), (3.160) ya da (3.161)
esitliklerinin herhangi birisi kullanilarak (3.158) ile verilen x oktonyon ¢oziimii elde edilir.

Ornek 3.2.4

(eo +4e —e, +3e, +es—Teg +Se7)x(e0 +4de —e, +3e, +e;—Teg +5€7):_eo +2¢ +3e, (3.162)

+5e; —3e, — e

oktonyonik denklemi igin

a=e,+4e —e,+3¢,+e,—Te + e,
ve

p=-—¢,+2e +3e,+5e, -3¢, —¢,,
atamalarinin yapilmasi ile (3.162) ile verilen oktonyon denkleminin
axa=p
formunda oldugu goriilmektedir. O halde,
o, =L, a=40a,=-1,a,=0, a, =3, a;=1, oy =-7, a; =5

Ve



80

100 :—1’ 101 :2’ pZ :3’ 103 :5, p4 :—3’ pS :O, p() :—1, p7 :O
olup x oktonyon ¢dziimii igin verilen (3.158) formiiliinden,

x=53/5202e,+47/2601e, +155/5202e, +5/102e, —53/1734e,
—1/2601e, —37/5202¢, —5/2601e,

¢Oziimiine ulasilir.

Asagidaki teorem ile a(xf)= p oktonyonik denkleminin ¢oéziimiiniin X vektorel

temsilini ve sonrasinda x oktonyon ¢dziimiinii oktonyonlarin matris temsilleri yardimi ile

verilmektedir.

7 7 7
Teorem 3. 2.9 a=>ae, f=2 Pec0—-{0},p=2 pe €O oktonyonlar i¢in (3.145)
i=0 i=0 i=0

1

de verilen
a(xp)=p
lineer oktonyonik denklemi bir tek x oktonyon ¢6ziimiine sahiptir ve x ’in vektorel temsili,

. 1
X=—+—v
[ |

()W (a)p (3.163)

seklindedir ve

Ty =Py TP+ 00, T 005+ 0Py + s Ps + O P + Oy P
T =040 T QP T 0, =P + O P — O Ps — O P + A P
W) ==0P) =P, T QP TP T APy + O P5s = Oy P — Us P,
Ty = =00+ 00— 0Py T 0Py + 0 Py = O Ps + Us P — Ay P75
Ty = =04y = sy = O P = O 03 T O Py T O Ps + O, P + 05 07,
W5 = =05 P + 00, =0 ) TP = Py T 8y Ps = P + &y Py
T = =0y TP+ P, = UsP3 = O Py + O 05+ Oy P — O P75
Wy = =00y =Py T Os Py + 05 = O304 = O P5s + O P + Oy s

(3.164)

olmak tlizere x oktonyon ¢6ziimii,
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|ﬂ| | | I:ﬂo i ﬂlwl+ﬁ2w2+ﬂ3w3+ﬁ4w4+ﬂsws+ﬂw6+ﬂ7w7)eo

+(-pw, + pyw, - f@, + Byw, - fsw, + fo, + fo, - o, e
(—,H2ZUO + po, + pyo, - o, - Pw, — pos+ po,+ ba, )e2
(—,B3w0 - po, + po, + o, - .o, + o - o, + p,o, )63 (3.165)
(-p@, + Bsw, + fw, + o, + Byw, — fos - fo, — fo, e,
(-psw, - p,o, + pyw, - fo, + fo, + fos + fiag — fra, ) e
( )
(

+

+

+

+

+

-p@, - o, - fo, + o, + po, - fos + fyo + o, ) e

-p,o,+ Bo, - fsw, - fo, + fo, + fo; - fo+ o, )67]

+

bi¢imindedir.

Ispat. (3.145) denkleminden

a(xf)=p

esitligi yazilirsa (3.71) ve (3.73) esitliklerinin dikkate alinmast ile

veya

esitligi elde edilir. a, € O—{0} i¢in v( p ) ve w(a) matrisleri terslenebilir oldugundan

x oktonyon ¢oziimiiniin vektor temsili

X= vl(ﬂ)w (a)
o ()

L,
A1 laf

i

(3.166)

i

H

=
3

3

()7

seklinde elde edilir. (3.166) esitliginden (3.165) ile verilen x oktonyon ¢ézlimiine ulasilir.
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Ornek 3.2.5

(e, —2¢, +3e, + 5, — e, — be, +e7)(x(3eo —e —2e, +e, —2e —4e7)) =e¢,—2e, +3e, + 6e, (3.167)
+5e, —2e; +4e; +8e,

oktonyonik denklemi i¢in
a =e,—2e +3e,+5¢, —e,—6e, +e,, =3¢ —e —2e, +e,—2¢,—4e,
ve
p=e,—2e +3e, +6e, +5¢e, —2e; +4e +8e,
atamalarinin yapilmast ile (3.167) ile verilen oktonyon denkleminin
a(xp)=p

formunda oldugu goriilmektedir. (3.163) ve (3.165) formiillerinden X vektorel ¢oziimii

X= [188 /2695,-384/2695,-40/539,244/2695,288/2695,-26/539,-23/ 2695,214/2695]T
olur ve x oktonyon ¢oziimii

x=188/2695¢, — 384 /2695¢, —40/ 539, + 244/ 2695e,
+288/2695¢, — 26/ 539, —23/2695¢, + 214/ 2695,

seklinde elde edilir.

Asagidaki teorem ile, (ax)f =p oktonyonik denkleminin ¢oziimiiniin X vektdrel

temsilini ve sonrasindax oktonyon ¢oziimii oktonyonlarin matris temsilleri yardimi ile

verilmektedir.

7 7 7
Teorem3.2.10 a =X ae, f=2 Pe €0—-{0},p=2 pe €0 icin (3.146) de verilen
=0 i=0 i=0

1

(ax)p=p

lineer oktonyonik denklemi bir tek x oktonyon ¢6ziimiine sahiptir ve x ’in vektorel temsili,



&3

1
t= v (@) (F)p
o141

bicimindedir ve

M= BoPo+ Bip+ Lo + Bsps + Bipa+ PsPs + Psps + PP
1 ==BPy+ By = Bsps + Bops = Bs s+ Bups + 5,05 = By
1, ==5aPo + Bipi + BoPs = Bios = Bops = By 5 + Bups + B oy
;= _ﬂ3p0 _ﬁzpl +ﬂ1pz +ﬂ0p3 _ﬂ7p4 +ﬂ6p5 _ﬂ5p6 +ﬂ4p7,
= _ﬂ4po + 185:01 + ﬁépz + ﬂ7p3 + ﬁ0p4 _ﬂlp5 _:szs o ﬂ3p77
s = _185:00 _ﬂ4p1 +:B7:02 _ﬁ6p3 +ﬂ1p4 +,30p5 +ﬁ3p6 _ﬁzpm
s = _186:00 _ﬁwo] o 154/02 + ,55,03 + :sz4 o 183/75 + IBOID6 + ﬂ]pv
;= _ﬂ7100 + ﬂ6pl o 185,0 - 134/)3 + ﬂ3p4 + ﬁzps _ﬁ1p6 + ﬂ0p7

atamalari ile x oktonyon ¢oziimii agik olarak

1
= W[(%% +an, +a,n, +on, +o,n, +an, +ogm,+ao.n, )e0

1]y + AT, + Q1] — Q15 + AT, — QYT — O 1] + Tl ) €
O, 1]y — QT + A1), + T + QT + O T]s — QT — T ) €,
—Q1], + OG1] — T, F QT+ QT — QT + Tl — QT ) €

+(-a )
(- )
( )
(—a,, — as, — gy, —ogn, + agn, + ans + ayng + asn, e,
(- )
(- )
(- )

+

+

+

+

AsT]y + QT — 01, + Ol — Q1] + OT]s — Q1] + Q1] ) €5

Aty + 1] + QT — ATl — Q1] + Q5T + QT — A T]; ) €

+

T\ =1, = QT + Q1] + QT — Q5T — O] + Q4T + QT e7]

seklindedir.
Ispat. (3.146) denklemi

(3.168)

(3.169)

(3.170)
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veya

esitligi elde edilir. o, f€0—{0} i¢in v(S) ve w(a) matrisleri terslenebilir oldugundan

x oktonyon ¢oziimiiniin vektorel temsili

=w(a ()5 (3.171)

seklinde elde edilir. (3.171) esitliginden (3.170) ile verilen x oktonyon ¢6ziimii elde edilir.
Ornek 3.2. 6

((eo —2e, +3e, +5e, —e; — 6¢, +e7)x)(3eo —¢ —2e;+e,—2e,—4e;) = e, —2¢,+3e, + be, (3.172)
+5e, —2e; +4e, +8e,

oktonyonik denklemi i¢in
a =e,—2e +3e, +5¢, —e, —6e, +e,,

B =3e,—e —2e,+e,—2e,—4e,
ve

p =e,—2e +3e, +6e, +5e, —2e; +4e, +8e,
olup (3.172) ile verilen oktonyonik denkleminin
(ax)B=p

formunda oldugu goriilmektedir. Boylece x oktonyon ¢oziimii i¢in verilen (3.168) ve

(3.170) formiillerinden X ve x oktonyon ¢dziimii sirasiyla,
X= [188 /2695,-34/2695,-2/539,6/539,402/2695,-72/539,-9/ 245, 60/539]T

ve



85

x=188/2695¢, —34/2695¢, —2/539%, + 6/ 539, +402/2695¢, — 72/ 539, —9 / 245¢, + 60/ 539,

seklinde bulunur.

Bu béliimde dikkate alinan denklemler {izerine yapilan incelemeler ve elde edilen
sonuglar, 22-26 Mayis 2013 de Izmir de Nesin Matematik Kdyii’'nde gergeklestirilen “XV.
Antalya Algebra Days” isimli sempozyumda sozlii olarak sunulmus ve sonrasinda yapilan
yorumlar da dikkate alinarak yayimlanmasi i¢in makale olarak uluslararasi hakemli bir

dergiye gonderilmistir.

3.2.4. Bir Bilinmeyenli iki Terimli Bazi Lineer Oktonyonik Denklemlerin Matris

Temsilleri Yardimiyla incelenmesi

S
Bu bélimde; «,f,7,6€0-{0} ve p=2 pe €0 olmak iizere oktonyon cebiri
i=0

tizerinde
ax—(ax)B=p,
ax-a(xf)=p.
xa—(fx)a = p,
xa - f(xa)= p.

(ax)p+(yx)6=p,
a(xp)+y(x8)=p

formlarindaki bir bilinmeyenli iki terimli lineer oktonyonik denklemler dikkate alinmakta,
oktonyonlarin matris temsillerini kullanarak denklemler gercel sistemlere indirgenmekte,
¢Oziimlerin varhig1 ve tekligi lizerine kriterler verilmekte ve bu kriterler ile ¢oziimler elde

edilmektedir.
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Dikkate alinan denklemleri inceleme sirasinda kullanilan gergel matris
denklemlerine indirgeyen bu metod degisme ve birlesme 6zelligi bulunmayan oktonyon
cebiri tlizerindeki bu tipteki denklemleri incelemenin bir etkili yolu olarak
gorilebilmektedir.

7 7 7
Teorem3.2. 11 a =X e, f=2 fe €0—-{0} ve p=2 pe €O olmak iizere
i=0 i=0 i=0

ax—(ax)f=p (3.173)

lineer denklemi goz dniine alinsin.

i. (3.173) denkleminde =1 ve p=0ise (3.173) denkleminin x ¢6ziimii bir keyfi

oktonyondur.

ii. (3.173) denkleminde B =1 ve p #0 ise (3.173) denklemi tutarsizdir.

1
7 7

iii.  (3.173) denkleminde B #1, 1= (((ﬂo -~ 1)2 +> B j(Zaf B ve ¢, ’lar
i=1 i=0

& =(1=15,) Po = Bp, = Boos = By s = Bas = Bsps = BsPs — B o
& = By +(1=B)) Pr+ By py = By + Bs s = Bus = By Ps + Boprs
& = Bopy = By +(1=5y) s +byps + Bopu + By s = Bups = Bspy»
& = Bspo + ooy = Bios +(1=By) Py + By = Bos + B = Bufors
by = Bupo = By = B = Bops +(1=By) P + Bips + P + Byor
s = Bspo+ By = Bos + Bops = Bios +(1=5y) Ps = B + Boors
B = By + B+ Bopy = Bops = Bopu + Bps +(1- B,) Ps = Bipr»
b = BoPo = Bopy + B + Bus = oo = Bops + B —(1-5y) 1

olmak tizere (3.173) denkleminin x ¢6ziimii
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xX=n [(a0¢0 +ad +o,p, + by +a,d, + asds +ad + aqd; )eO
+ (0‘0¢1 — oy — iy + a3, — s + aspy + agp; — o )el

gty + a0y — by — o) — b — ash; + aghy + oy ) e,

+

Ayps — a1y + Q) — a3y — Ay + asds — agds + o, ) e

+

+

ayhs — @, + a0y — a3 + Ay — asy + agdy — aqp, ) es

+

Aybs — oy — a0, + 35 + AP, — asty — oy + o ) €

( )
( )
(ctoy + s + oy + sy — by — sty — agh, — oy, ) €,
( )
( )
( )

T ap; + g —arbs — s, + a0 + asp, — o — a4, e7]

seklindedir.

Ispat. Oktonyonlarin sag ve sol matris temsilleri ile (3.173) denklemine denk
(L —v(B))w(a)¥=p
denklemi elde edilir. (3.175) matris vektor denklemi
v(a +ﬂ) = v(a)+v(,3)
esitligi kullanilarak
v(1-g)w(a)xi=p

seklinde yazilir.
Durum i. (3.176) denkleminde f=1 ve p=0 ise

0.w(a)X=0

elde edilir. Bu durumda (3.173) denkleminin x ¢oziimii keyfi bir oktonyondur.

Durum ii. (3.176) denkleminde =1 ve p#0 ise

0w(a)i=p

elde edilir. Bu durumda (3.173) denklemi tutarsizdir.

(3.174)

(3.175)

(3.176)

Durum iii. (3.176) denkleminde £ #1 ise v(l— ﬂ) matrisinin determinanti |1—,B|8 =0

olup v(1-/) matrisi terslenebilirdir. Aym zamanda a#0 i¢in w(e) matrisi de
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terslenebilir oldugundan (3.176) denkleminin X ¢Oziimii

—#WT((Z)(V(I—ﬂ))Iﬁ
_ 1 T V(1= B) 5
P ()" (1-8)p

dir. Boylece oktonyonlarin vektor temsilinden (3.174) oktonyon ¢oziimiine ulasilir.

7 7 7
Teorem3.2.12 a =X ae, f=2 e €0—-{0} ve p=2 pe €O olmak iizere
i=0 i=0 i=0

ax—a(xp)=p (3.177)
lineer denklemi dikkate alinsin.

i. (3.177) denkleminde =1 ve p=0ise (3.177) denkleminin x ¢dziimii bir keyfi

oktonyondur.

ii. (3.177) denkleminde B =1 ve p#0 ise (3.177) denklemi tutarsizdir.

1
7 7
iii.  (3.177) denkleminde B#1, 7= (((ﬂo —1)2 + Zﬂfj(i“af B ve v, ’lar
i=1 i=0

Vo =Py~ P, — Py = AP35 — Uy Py — s Ps — O P — U7 7
Wi =Py + Oy =Py T 0 P03 = Os Py + A Ps + 0 P — U P75
Wy =Py T O30 T Q Py = O P35 = O Py — Oy P5 + QP + Os 7,
W3 = 03Py =Py + 040, T 0Py = O Py + O Ps — Os P+ Ay P75
Wy =040 T O T OGP0, T O 3 T 8Py — O Ps = Ps — X3 Prs
Ws = 0sPy = APy + 0 ) = U Py T O Py + Oy Ps + Qs P — O P75
We = sy =z Py — QP + Os Py + 0L Py = O Ps + Oy P + & P75
Wi =00y T Oy —QsPr —QuP3 T30, + O Ps — O P + Oy Py

olmak tizere (3.177) denkleminin x ¢Oziimi
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x =7 (1= B))Wo = B, = Bowrs = Bs = Bvs = Bys = BYo = B )
+H(1=8))vi+ BWo = By + B, — Bys + Bw, + By — By )e
+H(1=B))va+ By + B — B, — B — By + B s + Bvs ) e,

1=y vs = B, + By, + By = B, + B — Bws + B, ) &

+

+

+

+

+

((1-5,) )
((1-4) )
((1-4) )
(1= By o+ Bws + B + B + By = By, — By, — Bovry )
((1-4) )
((1-4,) )
(1= 5)ws )

seklindedir.

Ispat. Oktonyonlarin sag ve sol matris temsilleri ile (3.177) denklemine denk
w(a)(f;-v(B)) 2=p
denklemi elde edilir. (3.179) matris-vektor denklemi
v(a+p)=v(a)+v(B)

esitligi kullanilarak

w(a)v(l—,B) X=p

seklinde yazilir.
Durum i. (3.180) denkleminde f=1 ve p=0 ise

w(a).0.5=0

elde edilir. Bu durumda (3.177) denkleminin x ¢6ziimii keyfi bir oktonyondur.

Durum ii. (3.180) denkleminde =1 ve p#0 ise
w(a).0.x=p

elde edilir. Bu durumda (3.177) denklemi tutarsizdir.

1=B))ws =By, + B, = BWe+ By, + B, + Bews — B, )es
1- ﬂo Ve — ﬂV/7 _ﬂzl//4 + ﬂ3‘//5 + ﬂ4‘//2 _ﬂsl//3 + ﬂ6l//0 +ﬂ7l//1 €
+ W = Pos = BWa+ B + B, = B + By 67]

(3.178)

(3.179)

(3.180)

Durum iii. (3.180) denkleminde f#1 ise v(1—-/) matrisinin determinant: |1—,B|8 #0

olup v(1-/) matrisi terslenebilirdir. Aym zamanda «#0 i¢in w(e) matrisi de
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terslenebilir oldugundan (3.176) denkleminin X ¢Oziimi

- %(V(l—ﬂ))l r

o

F=(v(1-p)) w'(a)p
w' (a)p
1

=———V (I=-B)w' (@) p
| [1- 5|

seklinde elde edilir. Bdylece oktonyonlarin vektor temsilinden (3.178) oktonyon ¢dziimiine

ulagilir.

7 7 7
Teorem3.2.13 a =X e, f=2 e €0—-{0} ve p=2 pe €0 olmak iizere
i=0 i=0 i=0

xa—(px)a=p (3.181)
lineer denklemi dikkate alinsin.

i. (3.181) denkleminde fg=1 ve p=0ise, bu durumda (3.181) denkleminin x

¢Oziimii bir keyfi oktonyondur.

ii. (3.181) denkleminde =1 ve p#0 ise, bu durumda (3.181) denklemi tutarsizdir.

-1
7 7
iii.  (3.181) denkleminde S #1, n:[((ﬂo -1y’ +Zﬂfj(2afj] ve ¢, ’lar
i=l i=0

Py = OPo TP+ OGP, T O30+ 0P+ O Ps + O P + O 07,
D =Py AP~ P, T OGPy — s Py T O Ps T O P — A Pr
Py =Py OGP+ Py — O Py — Py — O Ps + Ay P+ Us Py,
Py = =000 — 0P T 0P, T OG5 = O Py T O Ps = Os P+ Oy
Py = —Q P+ AP+ O Py + O 5+ Oy Py — O P5s = O P — O3 P75
Ps = —QsPo = APy + Ay Py = APy + Py + Oy P5 + O P — Oy P
Ps =~ Py — Ay Py — QP T Us Py + 0L Py = O Ps + Uy P + &1 P75
P == Py T APy = Os Py —QuP3 T 00, T Q) P5 = O P T Oy

olmak tizere (3.181) denkleminin x ¢6ziimii
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+((1 _ﬂo)(pl + ﬂlq)o + ﬂz(os _ﬂ3¢2 + ﬂ4¢5 _ﬂ5¢4 _ﬂ6¢7 + :B7¢76 )el
+((1 _ﬂo)(Dz - 131(03 + 132(00 + ﬁ3¢1 + ﬂ4¢6 + ﬂ5(07 _ﬂ6¢4 - ﬂ7¢5 )ez
+((1 _ﬂo)¢3 + 131(02 - ﬂz(ol + ﬂ3(00 + ﬂ4(97 - ﬁ5¢6 + ﬂ6¢5 - :B7¢4 )63 (3 182)
+((1 _ﬂo)% = B@s = Bps — B, + By + Bs@y + Loy + 5705 )e4
+((1 - By ) @5 + Bo, — Bop; + B — Bop + Bs@y — B + B0, )es
+((1 _ﬂ0)¢76 + ﬂ1¢7 + 182(04 _ﬂ3¢75 - ﬂ4¢72 + ﬂ5¢3 + ﬂe(oo - :B7§01 )e6
+((1 - By ) @, = Bos + Boos + B, — B.ps — B, + By + B9, )67 J
seklindedir.
Ispat. Oktonyonlarin sag ve sol matris temsilleri ile (3.181) denklemine denk
v(a)(l,-w(B)) =5 (3.183)
denklemi elde elde edilir. (3.183) matris-vektdr denklemi
W(OH—,B) = w(a)+w(ﬂ)
esitligi kullanilarak
v(a)w(l—ﬂ))?=[) (3.184)

seklide yazilir.
Durum i. (3.184) denkleminde f=1 ve p=0 ise

v(a).0.3=0

elde edilir. Bu durumda (3.181) denkleminin x ¢oziimii keyfi bir oktonyondur.

Durum ii. (3.184) denkleminde f =1 ve p#0 ise
v(a).0.x=p

elde edilir. Bu durumda (3.181) denklemi tutarsizdir.

Durum iii. (3.184) denkleminde £ =#1 ise w(l— p ) matrisinin determinanti |1—,B|8 =0

olup w(l—ﬂ) matrisi terslenebilirdir. Ayni zamanda o #0 igin v(a) matrisi de
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terslenebilir oldugundan (3.184) denkleminin X ¢Oziimii,

- %(W(l—ﬂ))‘ r

o

i=(w(1-£)) v (a)
v (a)p
1

=——— W (1= (a)p
| [1- 5|

seklinde elde edilir. Bdylece oktonyonlarin vektor temsilinden (3.182) oktonyon ¢dziimiine

ulagilir.

[

7 7 7
Teorem3.2.14 a =Y ae, f=2 e €0—-{0} ve p=2 pe €O olmak iizere
i=0 i=0 i=0

xa—fB(xa)=p (3.185)

lineer denklemi dikkate alinsin.

i. (3.185) denkleminde f=1 ve p=0 ise, bu durumda (3.185) denkleminin x

¢Oziimii bir keyfi oktonyondur.

ii. (3.185) denkleminde =1 ve p#0 ise, bu durumda (3.185) denklemi tutarsizdir.

-1
7 7
iii. (3.185) denkleminde £ #1, n:[[(ﬂo -1y’ +Zﬂfj(2afj] ve @, lar
i=l i=0

@y = (1 _ﬂo)po _ﬂ1p1 _ﬂzpz _ﬁ3p3 _ﬂ4p4 _ﬁsps _ﬂ6p6 _137:07:
o, = 181/00 + (1 o :Bo ) P 183:02 + ﬂ2p3 o ,35,04 + ﬂ4p5 + ﬁ7p6 o ﬂ6p7 >
w, = ﬂzpo +ﬂ3p1 +(1 _ﬁo)pz _ﬂlp3 _ﬂ6p4 _ﬂ7p5 +ﬂ4p6 +ﬂ5,077
w; = ﬂ}po o :szl + ﬂuoz + (l o :Bo)ps _ﬂ7p4 + 156:05 _ﬂsps + 184/07’
W, = ﬂ4p0 + ﬂSpl + ﬂspz + ﬂ7p3 + (1 - IBO ) Py~ ﬂIPS - ﬂ2p6 - ﬂ3p7 >
@5 = PsPo = Bopr + B0 = Bsps + Bips + (1 — by ) Ps + Bips = Py,
Wy = PPy = By = By + Ps s + Pops — Bps + (1 - ﬂo)pe +Bp;,
@, = P10y + Bsoy = Bs s = Baps + Bsps + Pops — Bips + (1 — by ) Pr

olmak tizere (3.185) denkleminin x ¢6ziimii
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x=n [(aoa)o + 0,0, + 00, + A0, + 0,0, + 005+ A O+ A0, )€
+( a0, — 0, + a0, — a0, + a,0; — a0, — o, + a0 e,
+(a,, — a,0, — a,0, + oo, + 0,0, + a0, — a,w, —a,;)e,
+(a,0, + 0, — a,0, — a0, + 0,0, — a.w, + aw, —a,,)e,

A0, — OO, — 0,0, — O, — Dy + As @, + A, + Ay, ) e,

5

( )
( )
( )
+( 05 + o0, — 0,0, + a0 — 0, — a0, — A + 0, ) e
+( oy + 0,0, + 2,0, — 0,0, — 2,0, + 050, — AW, — 0, ) €
( )

+(a,0, — o0, + o0, + a0, — 0,0, — a0, + o, — oL, 67]

seklindedir.

Ispat. Oktonyonlarin sag ve sol matris temsilleri ile (3.185) denklemine denk
(h=w(B))v(a) ¥=p
denklemi elde edilir. (3.187) matris-vektor denklemi
w(a+pB)=w(a)+w(p)

esitligi kullanilarak

seklide yazilir.
Durum i. (3.188) denkleminde f=1 ve p=0 ise

elde edilir. Bu durumda (3.185) denkleminin x ¢6ziimii keyfi bir oktonyondur.

Durum ii. (3.188) denkleminde =1 ve p#0 ise
Ov(a).Xx=p

elde edilir. Bu durumda (3.185) denklemi tutarsizdir.

(3.186)

(3.187)

(3.188)
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Durum iii. (3.188) denkleminde £ =#1 ise w(l— p ) matrisinin determinanti |1—,B|8 =0
olup w(l— p ) matrisi terslenebilirdir. Ayni zamanda o #0 igin v(a) matrisi de

terslenebilir oldugundan (3.188) denkleminin X ¢oziimii

1

_ T
of-gf "

seklinde elde edilir. Bdylece oktonyonlarin vektor temsilinden (3.186) oktonyon ¢dziimiine

ulagilir.

;
Teorem 3.2.15 o, f3,7,6 € O—{0} ve p=2 pe €O olmak iizere
i=0

(ax)p+(rx)6=p (3.189)

lineer denklemi dikkate almsin. Bu durumda, denklemin ¢6zimi, a,pf,7,0

parametrelerinin durumlarina gore asagidaki gibidir:

1. =0 olsun.

7
1.i. a #—y olmak iizere, a+y=pucO—-{0}, u=2 e, ve (3.169) de verilen
i=0
tim 7, degerleri i¢in, (3.189) denkleminin ¢6ziimiiniin X vektorel temsili ve x oktonyon
¢Ozlimii sirastyla,

- 1
X=———w
[ e+ 7]

ety (B)P

ve



95

L
A1 |

I:(IUOUO + /’llnl + ﬂ2772 + /’l3773 + ﬂ4774 + ﬂSnS + /u6776 + ﬂ7777 )eO

(—W?o + Uty + J1], — [0+ LT, — [T — 1] + T, ) €

+

+

+
+

+

seklindedir.

)
(=471 = 1570, + o1y + HT15 + HTly + HaTls = HaTlg = HsT]y ) €,
(=400 + K570, = 71y + Mol + Tl = Hells + HsTT = 171y ) €5
(= 4Ty = H5TH = 1Dy — o]y + o]y + (7] + i1 + 14577, ) €,
(= 428100 + 411y = 1570, + T = I, + fhoT]s = 576 + 1717 ) €s
(%m+mm+mm Hs1s = tTly + 1575 + ol = K471, ) €
(—u )

= HeTl, & HsTl, + Hu105 — HsT], — [oT]s + W76 + HoTT; e7]

(3.190)

L.ii. a =y olmak iizere (3.169) de verilen tiim 7, degerleri igin, (3.189)

denkleminin ¢ozilimiiniin X vektorel temsili ve x oktonyon ¢ozlimii sirasiyla,

1

Y= (@) (B)p

2|pf |l
ve

L
21" e
+(_051770 o, o, — oG+ A,
+

-1, T o -, Qs+ ag,

+

+

+

seklindedir.

2 [(0!0770 T o, OG0, + QGT) F OYT], T QT+ T+ O )eo

—a, s —oun +agr;)e
(—a,11y — o, + i, + i, + i, + Qs — o — asn; ) e,
( — ol + ol — e,
(—a,m, —asn, — agn, — o, + g, +ans + a,n, +asn, e,
+( =ty + 0, — o, + gty — oun, + il — ATl + QT ) €
(—atgtty + ot + e, — sty — a,n, + asns + agtls — onn; ) €
( )

=31y = Ol + Q7] + T3 — Os1], — OG5 + Q1] + O], 67]

(3.191)

L.iii. y =a olmak iizere (3.189) denklemin ¢oziimiiniin X vektorel temsili ve x

oktonyon ¢6ziimii sirastyla,



ve

2a0|,8|

seklindedir.
Liv.
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+(=Bipy + Bopr = Bspy + Bos = BPu+ Bups + By 06— Bops )
(=B + Bspy + B = B0y = Bsps = Bops + Bups + Bspy ) €,
(=Bypy = Bopr + Bos + Bopy = Br 24+ Bops = Bsps + Bupy ) 5
(=Bupo + Bspy + Bops + By s + Bopa = Bips = Bops = Bipy ) €4
(=B = Bupy + Bos = Bops + Biou+ Pops + By, = Bopy ) €5
(- )
(- )

+

+

+

+

+

BsPo = B = Bur + Bs 03 + By — Bips + Bops + Bp; ) €
+

[(,Bopo + B0+ Bopy + Bips + Bups + Bsps + Bps + B0 )eo

Do+ By = Bsps = Bups + Bspa + Bops — Bios + o s e7]

(3.192)

a =y olmak iizere (3.189) denklemin ¢6ziimiiniin X vektorel temsili ve x

oktonyon ¢6zlimii sirasiyla,

ve

X =

seklindedir.

1

27,4

+(=Boo + Bopr = Bsps + Pops = Bsou + Bups + Bo s — Bopr ) @
(=B + B+ Bops = Bips = Bopu = By 05 + Bups + Bsp; ) €,
+(=B2y = B + By + Bops = Bops + Beps = Bsps + B ) €,
+(=Bupo + Bspy + By + By ps + Bops = Bups = Bops = Bypr ) €,
+(=Bs2o = B+ Brs = Bops + Bips + Bops + B s — Popr ) €
+(=Boo = Loy = Bas + Bsps + Py = Byps + Bops + B ) €
+(=Bopo + B = By = Bops + Bops + Bops = Bps + Bopr ) € |

7 [(ﬂopo B+ Bopy + Bips + Bups + Bsps + Bops + Bip; )eo

(3.193)
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2. a =y olsun.
7
2.1 p#—0 olmak iizere A =f+0€0—-{0}, A=2 Ae ve
i=0

Gy = AoPo + 4Py + oy + A3 + Ay + AsPs + A s + Ao P55

¢ =—py+ Py =y + APy = Aspy + Ay s + A Ps — As 55
b == Py + AP+ APy = APy = APy = s+ AuPs + As s
O =—Apy =P+ APy + APy — APy + AsPs — Asps + Ay
B = Ao + A+ Ay + a3+ Aoy = A Ps = Ao Ps = A s
O =—Aspo = M+ 2505 = A s + APy + 0 Ps + 255 — Ao 7,
G5 =Py — 0P —ValPr +VsPs + oy = A ps + A Ps + A P5,
G ==2Py + APy = AP = 2 Ps + Py + A ps — A Ps + Ao p;

i¢in (3.189) denkleminin ¢6ziimiiniin X vektorel temsili ve x oktonyon ¢6ziimii sirasiyla,

1

X=T"1 P (a)v (,B+5)p
|8 +4]
ve
1
X = W[(ao% tayd + ap, + aup P, +ashs + ads + g, )eo
+(—0£1¢0 + 0!0¢1 + 0(3¢2 - a2¢3 + 0{5¢4 - 054¢5 - a7¢6 + a6¢7 )el
+(_0‘2¢0 -0 +ap, + o + ad, +onds - a,p — ase, )62
+(—0£3¢0 +a,4 — g, + b + o, f, — auhs + o — o, )ea (3.194)
+(—054¢0 — o — P, —a,p + g, + s + o, + o, )e4
+(—0(5¢0 ta,f — o, +agd — g, + ads — ad + ad, )es
+(_0‘6¢0 +a,¢ + P, —ap — af, + s+ o — g, )ee
+(—0£7¢0 o a6¢1 + a5¢2 + 0{4¢3 o 0{3¢4 - 0{2¢5 + al¢6 + 0!0¢7 )67]
seklindedir.
2.ii. o :,E olmak iizere (3.189) denkleminin X ¢Oziimiiniin vektorel temsili ve

x oktonyon ¢ozlimii sirasiyla,
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1

T
ve
1
=—2[(a0p0+a1p, P, APy + P, F U Ps+ AP+ O ;) €

20, |a|
+(—a, 0y + Aoy + O, — O, Py + O Py — A Ps5 — O P + O 5 )
(= 0y = Ay P+ Aoy + O Py + A Py + O Ps — O P — A5 ) €,
(=3 Py + Ay — O Py + O Py + O Py — O Ps + O P — A5 ) € (3.195)
(=0, Py — Qs P — AP, — O Py + APy + O Ps + U P+ ;e
+H(=aspy + AP, — O Py + O Py — O Py + Ly Ps — O P + O ;)
(=g Py + P+ Py — s Py — O, Py + O Ps + O P — O P; ) €
(=0 Py = Ay + APy + APy — A, — Oy s+ O, P+ ;)€ |

seklindedir.

2.iii. f =0 olmak iizere (3.189) denklemin ¢oziimiiniin X vektorel temsili ve x

oktonyon ¢0ziimil sirastyla,

B T
e @?

ve

1
= M[(“Opo TP TP, T OG0T AP+ O Ps + O P + O )eo

+(_0(1/00 TP TP, — 0P T APy — A Ps — O P T O Pr) €
OGPy AP T O Py TP+ A Py F O Ps — AP — s P ) €
TPy TP, O P, TPt O Py — O Ps + s P — O P; ) €5 (3.196)

)
+ )
( )
(=, Py = Us P, — AP, — Oy Py + Uy P, + O, p5 + O, P + ;) €,
( )
( 1)
( )

+

+

+

TOsPy TP~ O P T O Py — APy T 8 Ps — O P T O P; ) €5
OGPyt O Py F O — O P35 = 0 Py T O3 Ps + Oy P — O P ) €

—Q; Py — O Py + O Py + QP — O P, — 0L Ps + O P + Oy P e7]

+

+

seklindedir.
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Ispat. (3.189) denkleminden

(ax)f+(yx)6=p

esitligi yazilir. (3.71) ve (3.73) esitlikleri ile

ya da
[v(B)w(a)+v(S)w(y) ]¥=p (3.197)

esitligi elde edilir.
Simdi ise (3.197) denkleminin ¢oziimii; «,f,y,0 parametrelerinin durumlarina

gore bulunacaktir.

Durum 1. B =5 olsun. Bu durumda, (3.197) denkleminden
v(B)w(e@)+w(r)]5=p
esitligi ve w(.) ’nin lineerligi ile
V() wla+r)]i=7
esitligi elde edilir. B €O~ {0} oldugundan v() matrisi terslenebilir ve boylece
[w(a+y)]i=v"'(B)p (3.198)

esitligine ulasilir.
Durum 1. i. (3.198) esitliginde « #—y almirsa a+y #0 oldugundan w(a + 7/) matrisi

terslenebilir ve x oktonyon ¢dziimiiniin vektor temsili,
¥=w"' (0{+7/)v'1 (ﬁ)ﬁ

1 r T -
:|,B|2|a+7/|2 w (a+7/)v (ﬂ)p

(3.199)

seklinde elde edilir. Boylece (3.199) esitliginden (3.190) esitligi elde edilir.
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Durum 1. ii. (3.198) esitliginde o =y alinirsa
[w(a+a):|7c =v'(B)p

esitligi ve w(.) ‘nin lineerligi ile

esitligi elde edilir. a €O—{0} oldugundan w(er) matrisi terslenebilir ve boylece x

oktonyon ¢6ziimiiniin vektor temsili,

(3.200)

seklinde elde edilir. Boylece (3.200) esitliginden (3.191) esitligi elde edilir.

Durum 1. iii. (3.198) esitliginde y =& alinirsa
w(a+§)fc =y (ﬂ)ﬁ
esitligi elde edilir. w(.) 'nin lineerligi ve a +a =2¢, olmasi ile
20{0w(1)7c =y (ﬂ)f)

esitligi elde edilir. w(l) = [, oldugundan x oktonyon ¢dziimiiniin vektor temsili,

%=
(04
’ (3.201)

=—2v
2a, |,B|

seklinde elde edilir. Boylece (3.201) esitliginden (3.192) esitligi elde edilir.

Durum 1. iv. (3.198) esitliginde & = y alinirsa

w(y+7)x=v"(p)p
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esitligi elde edilir. w() ‘nin lineerligi ve y + 7_/ =2y, olmasi ile
2w(1)E=v"(6)

esitligi elde edilir. w(l) = [, oldugundan x oktonyon ¢dziimiiniin vektor temsili,

1

F=—v"(§)p
2P
1 (3.202)
- (B)7
27,1
seklinde elde edilir. Boylece (3.202) esitliginden (3.193) esitligi elde edilir.
Durum 2. & =y olsun. Bu durumda, (3.197) denkleminden
[v(ﬂ)w(a)Jrv(é‘)w(a)])? =p
esitligi ve boylece
[V(ﬂ)+v(5)]w(a))? =p
esitligi elde edilir. v(.) nin lineerligi ile
[v(B+6)|w(a)i=p (3.203)

esitligine ulagilir.

Durum 2. i. (3.203) esitliginde S #—6, almirsa S+ #0 ve a #0 oldugundan v(B+6)

ve w(a) matrisleri terslenebilir ve boylece x oktonyon ¢6ziimiiniin vektor temsili,

x=w'(a)v'(B+5)p

1 T T ~
:WW (a)V' (B+6)p

(3.204)

seklinde elde edilir. Boylece (3.204) esitliginden (3.194) esitligi elde edilir.
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Durum 2. ii. (3.203) esitliginde 0 = ,E alinirsa,
[v(ﬂ+ﬁ)}w(a))? -5
esitligi elde edilir. v() ‘nin lineerligi ile

26v(1)w(a)i=p

esitligi elde edilir. v(l) =1, ve a €0—-{0} i¢in w(a) matrisi terslenebilir oldugundan x

oktonyon ¢6ziimiiniin vektor temsili,

(3.205)

(a)p

:—2W
25, |a|

seklinde elde edilir. Boylece (3.205) esitliginden (3.195) esitligi elde edilir.

Durum 2. iii. (3.203) esitliginde S = S alinirsa,

[v(5+ 5)} w(a)x=p
esitligi elde edilir. v(.) 'mn lineerligi ile

26pv()w(a)x=p

esitligi elde edilir. v(1)=1; ve « €O—{0} i¢in w(a) matrisi terslenebilir ve bdylece x

oktonyon ¢6ziimiiniin vektor temsili,

(3.206)

seklinde elde edilir. Boylece (3.206) esitliginden (3.196) esitligi elde edilir.
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;
Teorem 3.2.16 «,5,7,6 €0—-{0} ve p=2 pe €O olmak iizere
i=0

a(xp)+y(x8)=p

(3.207)

lineer denklemi dikkate alinsin. Bu durumda, (3.207) lineer oktonyonik denklemin ¢6ziimii;

a, p,y,0 parametrelerinin durumlarina gore asagidaki gibidir:

1. [ =06 olsun.

1.i.

;
a #—y olmak lizere, a+y=ucO0—-{0}, u=2 e, ve
i=0

Co = HoPo+ Py + Mo Py + [ 5 + Jy 4+ Hs Ps + Mg P + 1 07

G\ =Pyt HoPy sy — ko Py s Py — HyPs — 1y P+ P
gz =T Po — Pt Moy T Pt He Pyt M Ps — HyPs — Hs P
Gy == Py + Moy — Py + o Ps + 1 Py — HePs + s Ps — Hy P75
é’4 = THyPo — HsPr = HePr — Mo Ps + Ho Py + iP5 T 1 Ps + 1075
45 = THsPo T My Py~ e Py T HgP3 — HPy T HoPs — K Ps T o P75
Co = —HePy + [Py + Iy Py = HsPs = [Py + 1 Ps + My Ps = 4 P75
4/7 =Py T HePr T HsPy T HyP3 — I Py — Mo Ps T Iy Ps + Ho 7

i¢in (3.207) denklemin ¢6ziimiiniin X vektorel temsili ve x oktonyon ¢dziimii sirasiyla,

1
Xx=—s——=V (B (a+y)p
sy (B)W' (a+7)
Ve
xm e [(Blo + BE+ Bilo b Bl + Bl ot BLs 4 BiLot Bl Ve
2| |e]

seklindedir.

+(_131§0 + 506 = Bi&s + Bl =BGy + Buls + Bigs — B ) e

+

+

+

+

+

—+

)
~Bolo+ B+ By = B — Bl — Bl + Bils + Bl ) e,
By =Bl + B+ Bily = Bl + Bels = Bl + Bl ) e
BiCo+ BCi+ Bl + BiSs + Bils = Bils = Bls — Bl ) e

)

)

)

BsGo =BG, = Buls + BsGs + By = Bl + Bl + BiG7) €

—PBsCo =BGy + B8, — Bl + BiGy + BoGs + Bils — Prg ) es
_ﬂ7§0 +ﬂ6§1 _ﬂsgz _18443 +ﬂ3§4 +ﬂ2§5 _:Blge +ﬂo§7 67}

(3.208)
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L.ii. a =y olmak lizere (3.164) da verilen tim @, degerleri icin (3.207)

denklemin ¢6ziimiiniin X vektorel temsili ve x oktonyon ¢6ziimii sirasiyla,

X :WVT (,B)WT (0{)/3
ve
= W[(ﬁowo + po, + po, + fo, + f,o, + fo+ o, + [0, )eo
(_ﬂﬂHo + o, - o, + o, - 5o, + s + o, - o, ) €

+( B, + po, + @, - o, - fo, — po;s + fo,+ b, )ez
+( -Bw, - po, + po,+ o, - po,+ o, - Lo+ p,o, )63 (3.209)
+(-po, + psw, + fw, + Bw, + fw, - fos - f.o, — o, e,
+(-pw, - Bw, + pw, - B, + B, + fos + fyo — B0, ) es
+( Bsw, - pw, — pw, + o, + po, - fyos + fyos + B, )ee
+( -p.o,+ o, — o, - o, + fo, + f,o, - fo,+ L@ )e7]

seklindedir.

L.iii. y =a olmak iizere (3.207) denklemin ¢oziimiiniin X vektorel temsili ve x

oktonyon ¢6ziimii sirasiyla,
- 1 r -
- (p)5
2a, | p |2

Ve

1
= W[(ﬁopo + B0+ Bafy + Bifs + Bau + BsPs + BsPs + oo )eo
20

+(=Bupy + Bopr = Bspy + Bos = BsPu+ Bups + By s = By )€

(=B + Bspy + B = By = Beps = Bops + Bupe + Bspy ) e,

(=Bspo = Bor + B0y + Bops = Bops + Bops = Psps + Bapy ) € (3.210)
(=Bupo + Bspi + Bops + By 0y + Bops = Bips = Bops = Bipy ) e
( )
( )
( )

+

+

+

+

_,Bspo - :B4p1 + ﬁ7p2 - ﬂsp3 + ﬂ1p4 + ,30,05 + ﬂ3p6 - ﬂ2p7 €s
_,Bﬁpo - ﬂ7p1 - 184/02 + ,85,03 + :sz4 - ﬂsps + ﬂ0p6 + ﬂ1p7 €
BP0+ Beor = Bs Py = Bups + Bypy + Bops = Bps + Bopr ) € ]

+

+

seklindedir.
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Liv. a =y ise (3.207) denklemin ¢oziimiiniin X vektorel temsili ve x oktonyon

¢Oziimii sirasiyla,

- 1 T -
X = 4 (IB)p
27,14
ve
1
X = 2—|,3|2|:(ﬂ0p0 + 181:01 + ﬂzpz + ﬂz.ps + 134/04 + ﬂsps + ﬂ6p6 + 137/07 )eo
7o
+(—,31,00 + 8oy = B+ Baps — Bspy + Bups + Bros — B s )el
+ (_ﬁzpo + ﬁ}pl + ﬁopz - ﬂ1p3 - 136:04 - :B7p5 + 134:06 + ﬂ5p7 )ez
+ (_ﬂ3po o 132P1 + :Blpz + ,50,03 o 157/74 + 186/05 o :Bsp6 + 134/77 )63 (3.21 1)
+(_ﬂ4po + ﬂspl + ﬂ6p2 + ﬂ7p3 + ﬂ0p4 _181105 - 182:06 - 183:07 )84
+ (_ﬂspo = Bip+ 5Py = Beps + Bipy + Bops + Bips — Bops )65
+(_ﬁ6po _ﬁ7p1 _ﬂ4p2 + ﬁspa + ﬂ2p4 - 183:05 + :Bopé + ﬂ1p7 )eé
+(_ﬂ7po + 186:01 _ﬂspz _ﬂ4p3 + 153/74 + ﬂzps - 131/06 + ﬂ0p7 )67]
seklindedir.

2. a =y olsun.
7
2.i. p #—0 olmak iizere A =L+0e€0-{0}, 1=2 Ae, ve (3.164) da verilen
i=0
tim @, degerleri i¢in (3.207) denklemin ¢6ziimiiniin X vektorel temsili ve x oktonyon

¢Ozlimii sirasiyla,

1
lof gl

X

H(Bro)w (a)p

ve



seklindedir.

2.ii.

=T 22
o |2
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1

+(-A@, + Ao, — o, + Aw, - Aw, + Lo+ Lo, — A, e,
+H Ao, + Ao, + 4w, - Ao, - Ao, - Lo, + Lo+ Ao, )e,
+(-Ao, - Lo + Ao, + Ao, - Lo, + Ao, - Ao+ ,T,)e,

+

+

+

~A,@, + A, + A@, + A @, + Aw, — Lo — Lw, — 7)e4
-Aw,— Lo, - Lo, + Ao, + Lo, - Lo, + Ao, + /1107 )es

(
(
(
(-A@, — A, + 2w, — A@, + Ao, + 4@ + lw — Ao, )es
(
(

+H Ao, + Aw, - Ao, - Ao, + Lo, + Lo, - Lo+ o, e7]

(A, + 4@, + A0, + @, + A, + A + A, + A, ) €,

(3.212)

o= ,E olmak tizere (3.207) denklemin ¢oziimiiniin X vektorel temsili ve x

oktonyon ¢ozlimii sirasiyla,

\

seklindedir.

2.1ii.

I T
x=——w'(a)p
2ﬂ0|05|2

+(—C¥l,00 TP TP, =P T APy =y Ps = P T O Pr ) €
OGPy TPy T O Py TP H Pyt O Ps — AP — AsPr ) €
—O Py T 0P = 0P, T OGP; + OGPy = O Ps T Os P — O P ) €

)
+ )
)

—Q Py = Us P — Ol Py — Uy Py + O Py + O, P5 + oy P + O, P, ) €,
)
)
)

+

+

+

TOsPy TP~ O Py F O P — O Py F O Ps — O P + O 5 ) €5
TPy A Py F APy — APy~ Ao Py T A Ps + Oy P — Ay P ) €

TPy TPy T O Py T AP~ A3 Py — O Ps + O P T Oy Py e7]

+

+

(
(
(
(
(
(

2 [(aopo TPt 0, T OGP AP+ UsPs F O P + O 0 )eo

__
28|

(3.213)

p= & olmak iizere (3.207) denklemin ¢oziimiiniin x vektorel temsili ve x

okyonyon ¢oziimii sirasiyla,
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- 1 r -
¥= w () p
250 |a|2 ( )
A\
1
X= —z[(aopo TP 0, T OGP+ APy T OsPs F O P + O 0 )eo
20, |a|
+(_a1po TP O30, = P5 + 0Py = Ay Ps — O P + O Py )el
+(—a2p0 TP TP, T OP; T APy T Ps — Oy P — s P )ez
+(—a3p0 TP~ 0P, T OGP T O Py = O Ps + O P — Oy g )e3 (3.214)
+(_054/)0 TP~ Oy — O Py T O Py T O Ps T O P + s P )e4
+(_0‘5,00 TP, = 0P, OGP = O Py + O P5s = O3 P T Oy 5 )es
+(_a6:00 TPt 0P, = 0Py =0 Py T O 05 + 0 P — O 7 )ee
+(_0‘7:00 TP T APy TPy~ APy — O P5 T 8 P T O P )67]
seklindedir.

Ispat. (3.207) denkleminden

(ax)f+(yx)o=p
esitligi yazilir. (3.71) ve (3.73) esitlikleri ile
w(a)v(B)x+w(r)v(6)x=p
yada
[w(a)v(B)+w(r)v(d)]¥=p (3.215)

esitligi elde edilir.
Simdi, (3.215) denkleminin ¢6zimi «,f,y,0 parametrelerinin durumlarina gore
bulunacaktir.

Durum 1. £ =06 olsun. Bu durumda, (3.215) esitliginden

[w(a)+w(7)]v(ﬂ)7c =p

esitligi elde edilir. w(.) 'nin lineerligi ile
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w(a+y)v(B)7=p (3.216)

esitligine ulasilir.

Durum 1. i. (3.216) esitliginde o #—y alinirsa, a+y#0 ve fe€0—-{0} oldugundan

w(a+y) ve v(/) matrisleri terslenebilir ve x oktonyon ¢dziimiiniin vektér temsili,

F=v (B)w' (a+y) B

L (B)W (a+7)p

r (3.217)
=Ta Y
1Bl e +7]

seklinde elde edilir. Boylece (3.217) esitliginden (3.208) esitligi elde edilir.
Durum 1.ii. . (3.216) esitliginde « =y almirsa

[w(oﬁ—a)]v(ﬂ)fc =p
esitligi ve w(.) 'nin lineerliginin dikkate alinmast ile de
2w(0!)v(,8)5c' =p

esitligi elde edilir. «,f€0-{0} oldugundan w(a) ve v(f) matrisleri terslenebilir ve

boylece x oktonyon ¢ézlimiiniin vektor temsili,

)?z%v"l(ﬂ)w"l(a)p
| e (3.218)
=———V (B)W (a)p
2| |

seklinde elde edilir. Boylece (3.218) esitliginden (3.209) esitligi elde edilir.

Durum 1. iii. (3.216) esitliginde y =& alinirsa
w(a +&)v(ﬁ’)fc =p
esitligi ve w(.) 'nin lineerliginin dikkate alinmast ile de

2aow(1)v(ﬂ))? =p
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esitligi elde edilir. w(l) =1, ve fe0-{0}i¢in v( p ) matrisi terslenebilir oldugundan x

oktonyon ¢oziimiiniin vektor temsili,

(3.219)

=2ao|ﬂ|2v (ﬂ)p

seklinde elde edilir. Boylece (3.219) esitliginden (3.210) esitligi elde edilir.

Durum 1. iv. . (3.216) esitliginde = alinirsa
w(}7+7/)v(,b’)55 =p
esitligi ve w(.) ‘nin lineerliginin dikkate alinmasi ile
2y, w(l)v(p)x=p
esitligi elde edilir. w(l)=1I; ve fe0—{0}igin v(/) matrisi terslenebilir oldugundan x

oktonyon ¢ozlimiiniin vektor temsili,

-1 -
x_270v (ﬁ)p

:;Zv
27,|A|

(3.220)
"(B)p

seklinde elde edilir. Boylece (3.220) esitliginden (3.211) esitligi elde edilir.
Durum 2. o =y olsun. Bu durumda, (3.215) esitliginden

[W(a)v(ﬂ)+w(a)v(§)])? =p

yada
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esitligi elde edilir. & € O—{0} i¢in w(a) matrisi terslenebilir oldugundan
v(,B+§)?c=w’1(a),5 (3.221)

esitligine ulasilir.
Durum 2. i. (3.221) esitliginde S # -6, alinirsa S+6 #0 oldugundan v(f+&) matrisi

terslenebilir ve x oktonyon ¢dziimiiniin vektor temsili,
x=v'(B+8)w'(a)p

| . o
:Wv (B+8)w (a)p

(3.222)

seklinde elde edilir. Boylece (3.222) esitliginden (3.212) esitligi elde edilir.
Durum 2. ii. (3.221) esitliginde 6 = ,E alinirsa

v(ﬂtﬁ)f = (a)ﬁ
esitligi ve v(.) 'nin lineerliginin dikkate alinmasi ile
250 (1)i=w (@)

esitligi elde edilir. v(1) =/, oldugundan x oktonyon ¢dziimiiniin vektor temsili,

(3.223)

seklinde elde edilir. Boylece (3.223) esitliginden (3.213) esitligi elde edilir.

Durum 2. iii. (3.221) esitliginde S = & alinirsa
v(5+5)7c =w'(a)p
esitligi ve v(.) nin lineerliginin dikkate alinmasi ile

26pv(1)x=w"(a)p
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esitligi elde edilir. v(l) = [, oldugundan x oktonyon ¢dziimiiniin vektor temsili,

% ziwl (@) 5
’ (3.224)
_ 1 w’ (a) o)
250|05|2

seklinde elde edilir. Boylece (3.224) esitliginden (3.214) esitligi elde edilir.

Bu béliimde dikkate alman denklemler {izerine yapilan incelemeler ve elde edilen
sonuglar, 22-26 Mayis 2013 de izmir de Nesin Matematik K&yii'nde gergeklestirilen “XV.
Antalya Algebra Days” isimli sempozyumda s6zlii olarak sunulmus ve sonrasinda yapilan
yorumlar da dikkate alinarak yayimlanmasi i¢in makale olarak uluslararasi hakemli bir

dergiye gonderilmistir.

3.2.5. Bazi Iki Yanh Lineer Oktonyonik Denklem Sistemlerinin Céziimlerinin

Incelenmesi

Bu boliimde; x ve y iki bilinmeyenli iki denklemden olusan

ax+yb=c ax+yb=c ax+by=c
xa+yb=d’ ax+by=d’ xa+by=d’

ax+yb=c ax+ya=c ax+yb=c
xb+yb=d’ xb+yb=d’  xa+by=d

formlarindaki lineer oktonyonik denklem sistemleri dikkate alinmakta, oktonyonlarin
matris temsilleri, oktonyonlarin vektorel temsilleri gercel matrislerin adi ve genellestirilmis
tersleri yardimiyla bu oktonyonik denklem sistemlerinin ¢dziimlerinin varligir ve tekligi
tizerine kriterler elde edilmekte ve coziimlerinin vektorel temsilleri kapalt formlarda

verilmektedir.
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Teorem 3. 2. 17 a,b,c,d € O—{0} olmak iizere

ax+yb=c
} (3.225)

xa+yb=d

lineer oktonyon denklem sistemi dikkate alinsin. (3.225) denklem sisteminin bir ¢dziime
sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart a(c—d)=(c—d)a esitliginin saglanmasidir. Bu
durumda, p keyfi reel vektorii icin a(c—d) =(c—d)a kosullu (3.225) sisteminin x ve y

oktonyon ¢oziimlerinin vektor temsilleri,

#=0 (a,a)(c=d)+2[ I~

y=v"' (b)(E — W(a)[é" (a,a)(

(a,a)§(a, a)]f?,

ﬁ) + 2[18 -0 (a, a)5(a, a)] ﬁ})
seklindedir.

Ispat. (3.225) denklem sisteminin birinci denkleminden ikinci denklemi gikarilirsa,

ax—xa=c—d (3.226)

elde edilir. Bilinmektedir ki (3.226) denkleminin bir ¢oziime sahip olabilmesi i¢in gerek ve

yeter sart a(c—d)=(c—d)a esitliginin saglanmasidir. Bu durumda, oktonyonlarin sag ve

sol matris temsilleri kullanilarak (3.226) denklemine denk olan

[w(a)—v(a)]2:5(a,a))?=c—d (3.227)
denklemini yazabiliriz. Bu denklemin ¢6ziilebilir olmasi igin gerek ve yeter sart
5(a,a)é (a,a) (c - d) =c—d esitliginin saglanmasidir. Bu durumda, p keyfi reel

vektorl i¢in (3.227) denkleminin genel ¢oziimii
X=0" (a,a)(ﬁ)+ 2[18 -5 (a,a)5(a,a)}f9

seklinde elde edilir. (3.225) sisteminin birinci denklemi olan ax+ yb=c¢ denklemi denk

olarak

w(@)x +v(b)y =¢ (3.228)
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seklinde yazilabilir. X ¢6ziimiiniin (3.228) denkleminde yerine yazilmasiyla y ¢éziimii
y=v" (b)(E —W(a)[5" (a,a)(m) +2[18 -6 (a,a)5(a,a)] ﬁ})

elde edilir. Sonug olarak; (3.225) sisteminin x ve )y oktonyon ¢ozlimlerinin vektor
temsilleri olan X ve y ¢Oziimlerine ulasilir.

Teorem 3. 2. 18 a,b,c,d € O—{0} olmak iizere

ax+yb=c
} (3.229)

ax+by=d

lineer oktonyon denklem sistemi dikkate alinsin. (3.229) denklem sisteminin bir ¢éziime
sahip olmasi icin gerek ve yeter sart b(d—c)=(d—c)5 esitliginin saglanmasidir. Bu
durumda, p keyfi reel vektorii i¢in b(d —c) = (d —c)l_a kosullu (3.225) sisteminin x ve y

oktonyon ¢ozlimlerinin vektor temsilleri

F=w (a)(a—v(b)[& (b.b)(d=c)+2[ I, -5 (b,b)é(b,b)]ﬁ}),

(3.230)
y=06(b,b)(d—c)+2[ 1, —5 (b,b)5(b,b) ] B
seklindedir.
Ispat. (3.229) denklem sisteminin ikinci denkleminden birinci denklemi ¢ikarilirsa ,
by—yb=d-c (3.231)

elde edilir. Bilinmektedir ki (3.231) denkleminin bir ¢6ziime sahip olabilmesi i¢in gerek ve
yeter sart b(c—d)=(c—d )E esitliginin saglanmasidir. Bu durumda, oktonyonlarin sag ve

sol matris temsilleri kullanilarak (3.231) denklemine denk olan
[w(b)—v(b)])?:5(b,b))7=d—c (3.232)

denklemini yazabiliriz. Bu denklemin ¢o6zilebilir olmasi igin gerek ve yeter sart

5(b,b)s™ (b,b)(d —c) =d —c esitliginin saglanmasidir. Bu durumda, (3.232) denkleminin
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genel ¢oziimii p keyfi reel vektori i¢in
y=6"(b,b)(d—c)+2[ 1,5 (b,b)5(b,b) ] B

seklinde elde edilir. (3.229) sisteminin birinci denklemi olan ax+ yb =c denklemi denk

olarak
w(a)x +v(b)y=c¢ (3.233)

yazilabilir. y ¢6ziimiiniin (3.233) denkleminde yerine yazilmasiyla X ¢éziimii
= ()@ v 6 (b.b)(d=c)+2[1,-6" (b.b)S(b,6)]7 ).

elde edilir. Sonug olarak; (3.229) sisteminin x ve )y oktonyon ¢ozlimlerinin vektor
temsilleri olan X ve y ¢oOziimlerine ulagilir.

Teorem 3. 2.19 a,b,c,d € O—{0} olmak iizere

ax+by=c
(3.234)

xa+by=d

lineer oktonyon denklem sistemi dikkate alinsin. (3.234) denklem sisteminin bir ¢éziime
sahip olmasi icin gerek ve yeter sart a(c—d)=(c—d)a esitliginin saglanmasidir. Bu
durumda, p keyfi reel vektorii i¢in a(c—d)=(c—d)a kosullu (3.234) sisteminin x ve y

oktonyon ¢oziimlerinin vektor temsilleri

¥=w"' (a)(E —w(b)[w’1 (b)[é" (a,a)(w(a)g—v(a)E)qLZ[I8 -0 (a,a)§(a,a)][3ﬂ),

(3.235)
7=w"(b)| 6" (a.a)(w(a)d ~v(a)é)+2[ ;- (a,a)8(a,0) | B ]
seklindedir.
Ispat. (3.234) denklem sisteminin birinci denkleminden ikinci denklemi ¢ikarilirsa,
ax—xa=c—d (3.236)

elde edilir. Bilinmektedir ki (3.236) denkleminin bir ¢oziime sahip olabilmesi i¢in gerek ve
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yeter sart a(c—d)=(c—d)a esitliginin saglanmasidir. Bu durumda, oktonyonlarin sag ve

sol matris temsilleri kullanilarak (3.236) denklemine denk olan

[wa)-w(a)]x=5(a,a)X=c—d (3.237)
denklemini yazabiliriz. Bu denklemin ¢o6ziilebilir olmasi igin gerek ve yeter sart
5(a,a)é (a,a) (c —d ) =c—d esitliginin saglanmasidir. Bu durumda, p keyfi reel

vektorii i¢in (3.237) denkleminin genel ¢oziimii
X=0 (a,a)(m)+ 2[[8 -0 (a,a)5(a,a)]f)

seklinde elde edilir. (3.234) sisteminin birinci denklemi olan ax+by =c¢ denklemi denk
olarak

w(a)% +w(b)y = ¢ (3.238)

yazilabilir. X ¢6ziimiiniin (3.238) denkleminde yerine yazilmasiyla y ¢6ziimii
y=w" (b)(é - w(a)[é" (a,a)(m)+ 2[18 -0 (a,a)é(a,a)}ﬁ})

elde edilir. Sonug¢ olarak; (3.234) sisteminin x ve ) oktonyon ¢oziimlerinin vektor
temsilleri olan X ve y ¢Oziimlerine ulagilir.

Teorem 3. 2. 20 a,b,c,d € O—{0} olmak iizere

ax+yb=c
(3.239)

xb+yb=d

lineer oktonyon denklem sistemi dikkate alinsin. (3.239) denklem sisteminin sifirdan farkli

bir ¢ziime sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart a ~b olmasidir. Bu durumda, p keyfi reel

vektori i¢in (3.239) sisteminin x ve y oktonyon ¢dziimlerinin vektor temsilleri,
=6 (a,b)(d—c)+2[ 1,5 (a,b)5(a,b) ],

F=y! (b)[?:—w(a)[é‘f (a,b)(ﬁ)qLZ[lg -0 (a,b)a(a,b)]ﬁﬂ
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seklindedir. Eger a, b’ye benzer degilse (3.239) sisteminin tek bir ¢oziimii vardir ve

(3.239)sisteminin x ve y oktonyon ¢oziimlerinin vektor temsilleri,

1 1 (3.240)
7=v (b) @-w(a)[ 6 (ab)(d=¢)]|
seklindedir.
Ispat. (3.239) denklem sisteminin ikinci denkleminden birinci denklemi gikarilirsa,
ax—xb=c—d (3.241)

elde edilir. Oktonyonlarin sag ve sol matris temsilleri kullanilarak (3.241) denklemine denk

olan

[w(a)-v(b)]x=5(a,b)x=c—d (3.242)

denklemini elde ederiz. a ~b kosulu altinda ax =xb denklemi sifirdan farkli bir ¢oziime

sahip oldugu bilinmektedir. Boylece, o (a,b) matrisi @ ~b kosulu altinda singiilerdir. Bu

durumda, (3.242) denkleminin ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

8(a,b)o (a,b)(c—d)=c—-d
olmasidir ve (3.242) denkleminin genel ¢oziimii p keyfi reel vektorii igin
#=5"(ab)(c—d)+2[ 1~ (a,b)d(a,b)]p
dir. (3.239) sisteminin birinci denklemi olan ax+ yb = ¢ denklemi denk olarak
w(a)x+v(b)y =c (3.243)
seklinde yazilabilir. X ¢6zlimiiniin (3.243) denkleminde yerine yazilmasiyla y ¢oziimii
7=v" (B)(-w@)[ 6" (ab)(c=d)+2[ -5 (a.b)5(ab)]5 )

elde edilir. Eger a oktonyonu b oktonyonuna benzer degilse, (3.239) sistemi tek bir x ve

y ¢0zlm ciftine sahiptir ve bu ¢6ziim c¢iftlerinin vektor temsilleri
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seklindedir.
Teorem 3. 2. 21 a,b,c,d € O—{0} olmak iizere

ax+ya=c (3.244)
xb+yb=d '

lineer oktonyon denklem sistemi dikkate alinsin. Bu durumda, p keyfi reel vektorii igin

(3.244) sisteminin x ve y oktonyon ¢dziimlerinin vektor temsilleri

(3.245)

F=w' (a)(a_v(b)[g-(a,a)w(a)v-l (b)(d—v(b)w (a)¢)+2[ [~ 5 (a.0)5(a.a)] p})
y=0 (a,a)w(a)V1 (b)(c? —v(b) w' (a)(?)+2[18 -0 (a,a)é‘(a,a)]f?

seklindedir.

Ispat. (3.244) denklem sistemindeki her bir denklerim iki yanina oktonyonlarin sag ve sol

matris temsillerinin uygulanmasiyla (3.244) sistemine denk olan

w(a)X+v(a)y=¢ } (3.246)

v(b)X +v(b)y =d

sistemini elde ederiz. Bu sistem reel lineer denklem sistemidir. i1k olarak bu sistemin

birinci denklemi ele alinsin. @ # 0 oldugundan w(a) matrisi terslenebilirdir. O taktirde, X

¢O0zimu
¥=w" (a)[E —v(a)j/]
seklindedir. Bu ¢6ziimiin (3.246) sisteminin ikinci denkleminde yerine yazilmasiyla
v(byw ' (a) [E - v(a)f/] +v(b)y = d

ya da denk olarak
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v(b)| —w (@W(@) + I, |5 =d —v(b)w (a)é
denklemi elde edilir. »# 0 oldugundan v(b) matrisi terslenebilirdir ve boylece

[~v(@)+w(@)] 7 = w(a) ™ (B)[ d—vb)w ' (a)¢ | (3.247)

bulunur. é:w(a)v’l(b)[c?—v(b)w’l(a)c?] olmak iizere (3.247) denkleminin ¢dziilebilir

olmasi igin gerek ve yeter sart 5(a,a)d (a,a)é=¢ olmasidir. Bu durumda, (3.247)

denkleminin genel ¢oziimii p keyfi reel vektori igin
y=0 (a,a)w(a)v-‘(b)[ﬁ —v(b)w‘l(a)é] +2[1,-6 (a.a)8(a.a) ] p

dir. O halde, y ¢Ozlimiiniin fc=w’1(a)[5—v(a))7] denkleminde yerine yazilmasiyla X

¢Ozumu
F=w' (a)[@ —v(@)(6” (a,a) W@V (B)| d = v(b)w™ (@) |+ 2[ £, =5 (a,a)é(a,a)]ﬁ)}

elde edilir. Sonug¢ olarak; (3.244) sisteminin x ve ) oktonyon c¢odziimlerinin vektor
temsilleri olan X ve y ¢Oziimlerine ulasilir.

Teorem 3. 2. 22 a,b,c,d € O—{0} olmak lizere

ax+yb=c
(3.248)

xa+by=d

formunda lineer oktonyon denklem sistemi dikkate alinsin. Bu durumda, p keyfi reel

vektori i¢in (3.248) sisteminin x ve y oktonyon ¢ozlimlerinin vektor temsilleri

Fow! (a)[é—v(b)[ﬁ‘ (ab.ab)(w(a)d —v(a)é)+2[1,~& (ab.ab) s (ab, ab)]ﬁﬂ,

y=05 (ab, ab)(w(a)g —v(a)

al

)+2[ 1,6 (ab,ab)5(ab,ab) | p

seklindedir.
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Ispat. (3.248) denklem sistemindeki her bir denklemin iki yanina oktonyonlarin sag ve sol

matris temsillerinin uygulanmasiyla (3.244) sistemine denk olan

w(a)i+v(b)y=¢ } (3.249)

wa)i+wb)y=d

sistemini elde ederiz. Bu sistem reel linecer denklem sistemidir. Ik olarak bu sistemin

birinci denklemi dikkate alinsin. a@#0 oldugundan w(a) matrisi terslenebilirdir. O

taktirde, X ¢Ozimii
X= w‘l(a)(E — v(b)j/)
seklindedir. Bu ¢6ziimiin (3.249) sisteminin ikinci denkleminde yerine yazilmasiyla

v(a)w’l(a)(E —v(b)jz) +w(b)y = d

ya da denk olarak
[—v(a)v(b) + W(a)w(b)] y=w(a) (3 —v(a)yw™ (a)E) (3.250)

denklemi elde edilir. (3.250) denklemi, (3.81) ve (3.82) esitliklerinin uygulanmasi ile denk

olarak

[w(ab) - v(ba)]F = & (ab,ba) 7 = w(a)(Zi —v(a)w (a)E) (3.251)

seklinde yazilir. € = w(a)(g —v(a)w ' (a)é ) olmak tizere (3.251) denkleminin ¢oziilebilir

olmas igin gerek ve yeter sart &(ab,ba)S™ (ab,ba)é =¢é olmasidir. Bu durumda p keyfi

reel vektorii icin (3.251) denkleminin genel ¢oziimii,
¥ =6 (ab,ba)w(a)(d —v(@)w(a)¢)+2[ I, (ab,ba) 5 (ab,ba) | p

seklinde elde edilir. O halde, y ¢oziimiinin X =w"'(a)(¢ —v(b)y) denkleminde yerine
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yazilmasiyla X ¢Oziimii,
X= wfl(a)(E - v(b)[é" (ab,ba)w(a)(g - v(a)w’l(a)E) + 2[18 -0 (ab,ba)é'(ab,ba)] Z)})

elde edilir. Sonug olarak; (3.248) sisteminin x ve y oktonyon g¢oziimlerinin vektor
temsilleri olan X ve y ¢Oziimlerine ulasilir.

Bu boliimde dikkate alinan sistemler iizerine yapilan incelemeler ve elde edilen
sonuglar, 2-5 Temmuz 2013 de Konya’da gergeklestirilen “4. International Conference on
Matrix Analysis and Applications” isimli sempozyumda sozlii olarak sunulmus ve
sonrasinda yapilan yorumlar da dikkate alinarak yayimlanmasi i¢in makale olarak

uluslararast hakemli bir dergiye gonderilmistir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Literatiirde (Tian, 1999a; Tian, 1999b; Tian, 2000; Shpakivskyi, 2011; Helmstetter,
2012; Flaut and Shpakivskyi, 2013) ile verilen ¢alismalarda

ax=xa,ax=xb, ax—xa=b, ax—xa=b, ax—xb=c,
(ab)x—a(bx)zc, a(xb)—(ax)bzc, x(ab)—(xa)bzc

formlarindaki x bilinmeyenli lineer kuaterniyonik ve oktonyonik denklemler incelenmis,
bu denklemlerin ¢ozlimlerinin varligi ve tekligi lizerine kriterler sunulmus ve bu
denklemlerin x ¢ozlimleri verilmistir. Bu literatlir bilgisinin dikkate alinmasi ile bu tip
denklemler; lineer kompleks kuaterniyonik denklemler ya da lineer oktonyonik denklemler
olarak dikkate alinarak, bu denklemlerin ¢éziimlerinin varligi ve tekligi tizerine sonuglar
elde etme ve ¢oziimleri sunma tezimizin 3.2 Boliimiiniin temel amaci olmustur.

Boylece genel olarak A4, B, C € H.. olmak iizere bu tip denklemlerin H. de
AX =XA, AX=XB, AX-XA=C, AX-XB=C, AX-XA'=C, AX-XA=C

seklinde ifade edilerek kompleks kuaterniyonlarin sol ve sag matris temsillerinin
kullanilmasi ile her bir gergel denklemin temsili matris denklemi elde edilmis, gercel
temsili matris denklemlerinin incelenmeleri sonucu ulasilan bulgular ile dikkate alinan
denklemlerin ¢o6ziimlerinin varligi ve tekligi hakkinda kriterlere sahip olunmasi ve
¢Oziimlerinin sunulmalar1 ile B6liim 3.2.1 amaca uygun bir sekilde olusturulabilmistir.
axf+yxo=p, iasxﬂs = p lineer kuaterniyonik denklemlerini, kuaterniyonlarin
=1

carpimi ve esitligi kurallarinin dikkate alinmasi ile 4, X = p seklindeki gergel temsili

denklem sistemine indirgeme, denklemlerinin ¢6ziimlerinin varligi ve tekligi {izerine
yorumlara ve c¢oziimlerin verilmelerine gercel temsili sistemleri iizerinden ulasma

literatiirde verilen (Shpakivskyi, 2011) ¢aligmanin temel amaci olmustur.
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Bu literatiir bilgisinin 1s18inda O oktonyon cebirinde
a(xa)=(ax)a =axa=p, a(xf)=p ve (ax)B=p

formlarindaki lineer oktonyonik denklemleri oktonyonlarin ¢arpimi ve esitligi kurallarinin

dikkate alinmasi ile A X = p seklindeki gergel temsili denklem sistemine indirgeme,

denklemlerinin ¢oziimlerinin varhi@i ve tekligi {izerine yorumlara ve c¢oziimlerin
verilmelerine gercel temsili sistemleri {izerinden ulagma amaglarimiz Bolim 3.2.2 de
gerceklesmistir.

Boliim 3.2.3 de ise,

a(xa)=(ax)a=axa=p, a(xf)=p ve (ax)B=p

lineer oktonyonik denklemleri dikkate alinmis, bu denklemlerin oktoyonlarin matris
temsilleri ile gercel temsili denklem sistemleri elde edilmis, bu sistemlerin ¢ézlimlerinin
varlig1 ve tekligi tizerine kriterler sunulmus ve oktonyonik denklemlerin x ¢oziimlerinin X
vektor temsilleri kapali formlarda verilmis olup, bdylece literatiirdeki sonuclar
genellestirilmistir.

Literatiirde (Tian, 1999b; Tian, 2000; Flaut and Shpakivskyi, 2013) ile verilen
caligmalarda bazi lineer kuaterniyonik ve oktonyonik denklemlerinin kuaterniyonlarin ve
oktonyonlarin matris temsilleri ile gergel temsili denklem sistemleri elde edilmis, bu
sistemlerin ¢oztimlerinin varligi ve tekligi tizerine kriterler sunulmus ve bu denklemlerin x
coziimlerinin X vektor temsilleri kapali formlarda verilmistir. Adi gegen caligsmalar

ayrintili bir sekilde incelememiz sonucu, bir bilinmeyenli iki terimli
ax—(ax)ﬂ =P, ax—a(xﬂ) =p,

xa—(px)a=p, xa—pB(xa)=p,
ve

(ax)B+(yx)6=p, a(xp)+y(x5)=p,

formlarindaki lineer oktonyonik denklemlerin oktonyonlarin matris temsilleri ile temsili
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gercel sistemlerinin elde edilmeleri, bu temsili gercel sistemler araciligiyla bu oktonyonik
denklemlerin ¢ozlimlerinin varlig1 ve tekligi lizerine kriterlerin verilmesi ve ¢oziimlerinin
ifade edilmeleri seklinde Boliim 3.2.4 olusturulmustur.

Literatiirde (Shpakivskyi, 2011) ile verilen ¢aligmada iki bilinmeyenli iki denklemli
lineer kuaterniyonik denklem sistemi, kuaterniyonik denklemlerin gercel sisteme
indirgenmesi metodu ile ¢oziimlenmistir. Bu calisma ayrintili bir sekilde incelenerek,

x ve y iki bilinmeyenli iki denklemden olusan

ax+yb=c ax+yb=c ax+by=c
xa+yb=d ax+by=d’ xa+by=d’

ax+yb=c ax+ya=c ax+yb=c
xb+yb=d’ xb+yb=d’  xa+by=d

formlarindaki lineer oktonyonik denklem sistemlerinin dikkate alinmalari, oktonyonlarin
matris temsilleri, oktonyonlarin vektorel temsilleri, gergel matrislerin adi ve genellestirilmis
tersleri yardimiyla bu oktonyonik denklem sistemlerinin ¢oziimlerinin varligr ve tekligi
tizerine kriterlerin verilmesi ve ¢ozlimlerinin ifade edilmeleri ¢alismamizin 3.2.5 Boliimiinii
olusturmustur.

Kuaterniyonik ve oktonyonik denklemlerin bir bilgisayar program kullanilmadan
incelenmeleri ¢ok dikkat, zaman ve ugras isteyen bir siiregtir. Hesaplamalarimizda ve
Ozellikle de denklemlerin kuaterniyon ve oktonyon ¢Ozlimlerinin sunumlarinda
matematikcilerin yaygin olarak kullandigi Maple bilgisayar programinda yer alan

kuaterniyon ve oktonyon paketlerinden kontrol amach faydalanilmistir.



124

5. SONUC VE ONERILER

AX=X4, AX=XB, AX-XA=C, AX-XB=C, AX-X4'=C ve

A"X — XA =C lineer kompleks kuaterniyonik denklemlerinin dikkate alinmalar1 kompleks
kuaterniyonlarin matris temsilleri ile temsili gergel sistemlerinin sunulmalari, ¢éziimlerinin
varlig1 ve tekligi lizerine kriterler elde edilmesi ve ¢Oziimlerin bulunmasi bazi lineer

kuaterniyon ve oktonyon denklemlerinin incelendigi ¢aligmamizin ilk {irlinii olmustur.
Ikinci asama; a(xa)=(ax)a=axa=p, a(xf)=p ve (ax)Bf=p lincer
oktonyonik denklemlerin A4, X =p gercel sisteme indirgenmesi ve sonrasinda

¢Ozlimlerinin elde edilmesi ile sonuglanmaistir.

Oktonyonlarin matris temsilleri ile a(xa)=(ax)a=axa=p, a(xpf)=p ve
(ax) S = p lineer oktonyon denklemlerin gergel sistemlere indirgenmeleri, bu sistemlerden

hareketle oktonyonik denklemlerin ¢oziimlerinin varligr ve tekligi iizerine kriterlerin
belirlenmesi ve c¢oOziimlerinin X vektorel temsillerinin sunulmasi c¢alismanin tgiincii

asamasinda sonuglanmustir.

Bir bilinmeyenli iki terimli ax—(ax)f=p, ax—a(xB)=p, xa—(fx)a=p,
xa—pB(xa)=p, (ax)B+(yx)6=p ve a(xB)+y(x6)=p formlarindaki lineer
oktonyonik denklemlerin oktonyonlarin matris temsilleri ile temsili gergel sistemlerinin
elde edilmeleri, bu temsili gercel sistemler araciligiyla bu oktonyonik denklemlerin
¢Oziimlerinin varlig1 ve tekligi lizerine kriterlerin verilmesi ve ¢éziimlerinin ifade edilmeleri
calismamizin dordiincii asamasinda verilmistir.

x ve y iki bilinmeyenli iki denklemden olusan

ax+yb=c ax+yb=c ax+by=c
xa+yb=d’  ax+by=d’ xa+by=d’

ax+yb=c ax+ya=c ax+yb=c
xb+yb=d’  xb+yb=d  xa+by=d
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formlarindaki lineer oktonyonik denklem sistemlerinin dikkate alinmalari, oktonyonlarin
matris temsilleri, oktonyonlarin vektorel temsilleri gergel matrislerin adi ve genellestirilmis
tersleri yardimiyla bu oktonyonik denklem sistemlerinin ¢oziimlerinin varligi ve tekligi
lizerine Kriterlerin verilmesi ve c¢oOzlimlerinin ifade edilmeleri c¢alismamizin besinci
asamasinda sonuglanmustir.

Tezimizde kuaterniyonlar ve oktonyonlar cebiri icerisinde incelenen denklem ve
denklem sistemleri sedenion cebiri gibi kuaterniyon ve oktonyon cebirini kapsayan diger
cebirlerde incelenebilir. Ayrica oktonyon cebirinde inceledigimiz reel oktonyon katsayili
denklem ve denklem sistemleri kompleks oktonyon katsayili denklem ve denklem
sistemleri olarak tanimlanabilir, bu tip denklem ve denklem sistemlerinin ¢oziimlerinin

varlig1 ve tekligi tizerine kriterler verilebilir ve ¢éziimler elde edilebilir.
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