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II

OZET

ELEMANLARI iKiNCi MERTEBEDEN REKURANS ILiSKIiLi LINEER SAYI
DIZILERI OLAN BAZI OZEL TANIMLI DEVIRLI MATRISLERIN
NORMLARI

Klasik Fibonacci ve Lucas sayt dizileri lizerine yapilmis, hemen hemen
matematigin her alaninda oldukca fazla ¢alisma yer almaktadir. Elemanlar1 klasik
Fibonacci ve Lucas sayilar1 olan devirli (bagka deyisle dairesel ya da circulant)
matrislerin normlarin1 hesaplama ¢ogu calismanin amaci olmustur. Bu ydndeki
calismalarin  bazilarinda, tanimlanan devirli matrislerin normlar1 tam olarak
hesaplanirken, bazilarinda ise normlar i¢in matrisin elemanlarina bagh alt ve iist sinirlar
sunulmustur.

Bu calismada, klasik Fibonacci say1 dizisi {F,}_, ve Lucas say1 dizisi {L,},_, 1
de kapsayan en genel anlamda

F . .=a, F

s,t,0 s,t,1

=b ve F. =sF  +tF

s,t,n+1 s,t,n s,t,n—12

n=>1

seklinde tanimlanan ikinci mertebeden lineer (dogrusal) rekiirans (yineleme) iligkili

{F,, }._, say1dizisinin baz1 dzellikleri elde edildi.
Daha sonra elemanlar1 bu formdaki say1 dizilerinin terimleri olan,
Foo I E
A _ F;,t,n—l F:v,t,O F:v,t,n—Z

Fooo Fon Foro

ve
s,t,2 F's,t,3 s,t,1
o | Fus Fua 0 oo
F, F F

s,t,0

matrisleri tanimlanarak, bu matrislerin ||-

_ normlar1 tam olarak hesaplandi ve ||-

1° 22

» normlari i¢in matrisin elemanlarina bagl alt ve st sinirlar elde edildi.

2011, 44 sayfa

Anahtar Kelimeler: Vektor Normu; Matris Normu; Devirli Matris; Yineleme Iliskili
Say1 Dizileri.



III

ABSTRACT

THE NORMS OF SOME SPECIAL DEFINED CIRCULANT MATRICES WITH
LINEAR SECOND ORDER RECURRENCE NUMBER SEQUENCES

In almost every area of mathematics, it have existed a great deal study
established on classical Fibonacci and Lucas number sequences. Computing on the
norms of the circulant matrices with classical Fibonacci and Lucas numbers has been
the goal of many scientific studies. In some ones of studies in this direction, when the
norms of the defined circulant matrices are computed exactly, in the other studies in this
direction for the norms of the defined circulant matrices it has been established the
lower and upper bounds related with the elements of matrices.

In this study, some properties of the most general linear second order recurrence

sequence, {F., } -, defined as

»Lin

F;‘,t,O =a, Fv,t,l

=b ve F. =sF +tF

s,t,n+1 s,t,n s,t,n—12

nx1,

and also including the classical Fibonacci number sequence {F} _, and Lucas number

sequence {L }_,, have been obtained.

Afterwards, defining the matrices, whose elements are the terms of the number
sequence in that form, such that

s,1,0 s,t,1 F;,t,r1—1
A_ F;,t,r1—1 F:v,t,O s,t,n=2
Fooo Fog Fo
and
Fjv,t,Z s,t,3 s,t,1
o |Fus Fus o Fu
F F F

s,t,1 s,t,2 s,t,0

the row and column norms of these matrices have been computed exactly, and the
lower and upper bounds for the Euclidean and spectral norms of these matrices have
been obtained.

2011, 44 pages

Key Words: Vector Norm; Matrix Norm; Circulant Matrix; Recurrence Number
Sequence.
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1. GIRIS

Devirli matrislerin fizik, olasilik ve istatistik, niimerik analiz, sayilar teorisi,
geometri gibi alanlarla pek ¢ok iligkisi vardir. Bunun disinda devirli matrislerin birtakim
ozellikleri agiklanirken Fourier analizi ve grup teorisi alanlarindan faydalanilir (Davis,
1979).

Frank makalesinde devirli matrislerin tanimini vermis ve bir devirli matrisin
tiretilmesi konusunu incelemistir. Benzer sekilde bir diger ¢alismada Rostermundt devirli
matrislerin tanimi, olusumu, {iretegleri ve Ozdegerleri ile ilgili bilgiler vermistir
(Kiigiikdzbek, 2007).

Bir matrisi pozitif reel sayiya doniistiirme islemi olan matris normlar1 matematigin
cesitli alanlarinda 6nemli bir yer teskil eder. 2006 yilindaki ¢caligmasinda Yalginer, Catalan
sayilarin1 kullanarak devirli matris tanimlamis, bu matrisin spektral normu i¢in bir tist sinir
elde etmistir.

Baska bir ¢alismada Fibonacci ve Lucas sayilarina bagl olarak tanimlanan devirli
matrislerin Furobenius normu incelenmis ve spektral normlari i¢in alt ve iist sinirlar elde
edilmistir (Solak, 2005).

Bu caligmada; oncelikle konuyla ilgili 6n bilgi niteliginde norm kavramina
deginilmis, t-inci mertebeden dogrusal yineleme iliskili say1 dizileri tanimlanmis, vektor
normu ve matris normu kavramlari tanimlanarak, bu normlardan bazilar1 arasindaki
bagintilar verilmis, son olarak da devirli matrisin tanimi ile devirli matrislerin 6zellikleri
verilmis ve ikinci mertebeden dogrusal yineleme iliskili say1 dizileri tanimlanmistir. Daha
sonra elemanlar1 II. mertebeden dogrusal yineleme iliskili say1 dizilerinin terimleri olan
devirli matrisler tanimlanmis, tanimlanan bu matrislerin bazi normlar1 tam olarak

hesaplanmis ve bazi normlari i¢in de alt ve iist sinirlar elde edilmistir.



1.1. “Norm” Kavram

R (veya C) iizerinde tanimlanan mutlak deger (veya modiil) fonksiyonu ile;
verilen saymin biiyiikliigli, sayiya en yakin asal sayinin tespiti, fonksiyonlarin limitlerinin
bulunmasi, dizilerin yakinsaklik veya 1raksakliginin belirlenmesi, fonksiyonlarin
stirekliliginin kontrolii yapilabilmektedir.

Mutlak deger fonksiyonunun soyutlanmis hali, vektor uzay: {lizerinde tanimlanan
“norm” kavramidir. Giinlimiizde mutlak deger fonksiyonuna, R cismi iizerinde tanimlanan
R vektor uzayi iizerindeki bir norm olarak bakilmaktadir.

Uzerinde norm tamimli vektdr uzay (normlu uzay) igerisinde, vektor dizilerinin
yakinsakligl, doniisiimlerin limitleri ve stirekliligi gibi problemler tanimlanan norm ile
incelenmektedir.

Norm ayrica, sayisal degiskenlerde hata hesaplama, diferansiyel denklemlerin
kararliligi, dogrusal denklem sistemlerinin iyi konumlulugu, sosyolojide popiilasyon
modelleme ve kimyada ise denge durumlarmin hesaplanmast problemlerinde
kullanilmaktadir.

“Neden farkli normlara ihtiya¢ duyulmustur?” sorusu norm denildiginde ilk akla
gelen sorulardandir. Bir vektor uzayi iizerindeki farkli normlar farkli geometrik ve analitik
yapilara yol agabilmektedir. Sonsuz boyutlu bir vektor uzayi i¢inde bir dizinin yakinsakligi,
normun sec¢imine bagh olarak degisiklik gosterebilmektedir. Bu durum analiz ve
fonksiyonel analizde ¢ok ilging sorulara ve arastirmalara yol agmaktadir. Sonlu boyutlu bir
V' vektor uzayindaki biitiin normlar denktir. Bir baska deyisle sonlu boyutlu bir vektor uzayi
tizerinde sadece bir tane norm topolojisi vardir. Sonug olarak, sonlu boyutlu bir vektor
uzay1 i¢indeki vektorlerin bir dizisinin yakinsakligi norm se¢iminden bagimsiz olmasina
ragmen farkli normlara ihtiya¢ duyulmaktadir. Verilen bir dizinin yakinsakligini bir norm

ile ispatlamak, bagka bir norm ile ispatlamaya gore daha kolay olabilmektedir.



1.2. Yineleme Iliskili Say1 Dizileri Hakkinda

Tamm 1.3.1. ¢,c,,...,c,,u, ,u, ,,u, , €C (c, #0) olmak iizere,

n-1°

u,=cu, +cu, ,+..+cu, ,,n=t, (1.1)

t7n—t?

ile tanimlanan {u, } _, sayi1 dizisine, t-inci mertebeden dogrusal yineleme iliskili kompleks

sayt dizisi denir.

Tanmmm 1.3.2. ¢,c,,....,c,(c, #0),u, ,,u, ,,u, , € R olmak tlzere (1.1) iliskisi ile verilen

{u,}, . say1dizisine, t-inci mertebeden dogrusal yineleme iliskili reel say dizisi denir.
Yineleme iliskili say1 dizilerinin,

o Rasyonel fonksiyonlar1 temsil eden kuvvet serileri teorisi (Poorten, 1989),

o Pseudo-rastgele say1 liretegleri (Niederreiter, 1991, 1992, 1995 ) ve (Tezuka, 1996),

o k- diizgiin (Becker, 1994) ve otomatik diziler (Lipshitz ve Poorten, 1990),

o Lineer yineleme iliskili dizilerden olusan Diophantine denklem siniflariin ¢6ziim
dizileri (Shorey, 1986, 2000) ve (Tijdeman, 1998, 2002),

o Sonlu cisim iizerinde cebirsel degiskenli zeta fonksiyonlar1 (Lidl ve Niederreiter,
1983),

o Dinamik zeta fonksiyonlar1 (Bowen ve Landford, 1970), (Hinkkanen, 1994) ve
(Manning, 1971),

o Grup teoriden gelen iirete¢ fonksiyonlar1 (du Sautoy, 1993, 1994),

o Degismeli cebirde Hilbert serileri (Matsumura, 1989),

o Poincare serileri (Borevich ve Shafarevich, 1966), (Denef, 1984) ve (du Sautoy,
1993),

gibi bilimin temel basliklarini olusturan bir ¢ok alanin ilerlemesinde dnemi biiyiiktiir. Bu

sekildeki diziler niimerik analizin 6nemli alani olan yaklagim teoride, sifre biliminde,

bilgisayar ile grafik ¢izimlerinde (Mcllroy, 1992) ve de zaman serileri analizinde (Box ve

Jenkins, 1970) sikca kullanilmaktadir. Giiniimiizde, lineer yineleme iliskili diziler icin elde

edilen bilgilerin bir araya getirildigi ve sunuldugu bircok kaynak vardir (Cerlienco,



Mignotte ve Piras, 1987), (Lidl ve Niederreiter, 1983), (Mignotte, 1989), (Mikhalev ve
Nechaev, 1996), (Myerson ve Poorten, 1995), (Necaev, 1971), (Poorten, 1989) ve (Shorey
ve Tijdeman, 1986).

1.3. Kapsam ve Onem

Calismada, klasik Fibonacci, Lucas, Pell, Jacobsthal, Mersenne, Pell-Lucas,

Jacobsthal-Lucas, Fermat ve k-Fibonacci say1 dizilerini de kapsayan en genel anlamda

F

s,t,0

=a, F

s,t,1

=b ve F =sF +tF

s,t,n+l s,t,n s,t,n—1?

nx1,

seklinde tanimlanan ikinci mertebeden dogrusal yineleme iliskili {F, }~, say1 dizisinin

bazi Ozellikleri elde edildi.

Daha sonra elemanlar1 bu formdaki say1 dizilerinin terimleri olan,

F.o F. F
A_ F;',t,n—l F.'s‘,t,() F;,t,n—Z
F.. F., F o
ve
5.4,2 Fs,z,a Fc,z,l
B= Fos Foa o Foo
Fs,r,l Fs,r,z Fs,z,o

matrisleri tanimlanarak, bu matrislerin satir ve siitun normlar1 tam olarak hesaplandi ve
Euclidean ve spektral normlar1 i¢in matrisin elemanlarina bagl alt ve {ist sinirlar elde

edildi.



Calisma, sayilar teorisi, sayisal analiz ve de matris teorinin ilgi alanlara giren bir

calisma olmustur. {F

S,t,n

}-, dizisinin terimlerinden olusturulan 4 ve B matrislerinin

normlart iizerine elde edilen bulgular, literatiirde yer alan g¢ogu calismada ulasilan

sonuglarin genellestirilmis durumlaridir.



2. ONCEKIi CALISMALAR

Literatiirde, matrisler ile yineleme iliskili say1 dizileri arasindaki iligkilerin
kuruldugu ve bu iligkilerin kullanilarak sayi dizilerinin incelendigi caligmalar oldukca
fazladir. Bu bdliimde, bu tez calismasinin hazirlanmasinin gerekliligine isaret eden
caligmalardan s6z edilecektir.

King’ in (1960) yiiksek lisans tezinde; literatiirde Fibonacci Q-matrisi veya “Altin

0- 11
o
matrisi ile klasik Fibonacci say1 dizisi { f }nz , arasinda

Qn z(»f}"l+1 f;1 j

Matris” olarak bilinen

Jo S

seklinde bir iligki sunulmakta ve daha sonra matris metotlarinin kullanilmasi ile de

Fibonacci sayilar i¢in ¢esitli 6zdeslikler verilmektedir. Silvester (1979), King’ in (1960)

)

matrisini tanimlayarak, 4 matrisi ile n-inci klasik Fibonacci sayis1 f, arasinda

n

S0V [/
A (lj_£ﬁ1+lJ (21)

bagintisin1 sundu. Ayni ¢alismasinda; (2.1) iligskisinden hareketle, matris metotlarini

caligmasina benzer olarak

kullanarak klasik Fibonacci sayilari i¢in 6zdeslikler verdi. Kalman (1982) klasik Fibonacci
dizisinin bir genellestirmesinin matris temsilini sunarak matris metotlar1 ile bu dizinin
herhangi bir terimini veren bir formil iretmistir. Er (1984), k-mertebeli Fibonacci

sayilarinin k-dizilerini tanimlamis ve bu dizilerin matris temsillerinden hareketle, Fibonacci



sayilart i¢in toplam formiilleri elde etmistir. Karaduman (2004), k-mertebeli Fibonacci
sayilarin k-dizileri ve matris temsilleri i¢in yeni ozellikler sundu. (2004)’ te Tas¢1 ve
Kilig, genellestirilmis k-mertebeli Lucas sayilarinin k-dizilerini tanimladilar, bu dizilerin
matris temsillerini sunup matris metotlar1 ile tanimlanan diziler ve temsil matrisleri igin
ozellikler elde ettiler. Benzer olarak, Kili¢ ve Tasc1 (2006), genellestirilmis k-mertebeli Pell
sayilarinin k-dizilerini tanimladilar, tanimlanan dizilerin matris gosterimlerini sundular ve

daha sonra matris metotlari ile tanimlanan dizi ve temsil matrisi i¢in 6zellikler elde ettiler.

Nall1 (2006), Q" ve Q™" matrislerinin Hadamard ¢arpim matrisi Q" Q™" ’i elde ederek,

Q" oQ™" matrisinin bazi Ozelliklerini sundu. (2004)’ de Stakhov ve Rozin tarafindan,

simetrik hiperbolik Fibonacci siniis ve kosiniis fonksiyonlari tanimlandi, klasik Fibonacci
sayilar1 ile olan bagintilar1 agiklandi ve son olarak da tanimlanan fonksiyonlarin fizikteki
uygulamalarina deginildi. “Altin matris” teorisinin gelismesinde biiylik rol oynayan ve de
caligmalarinda, bu yapidaki matrislerin fizikteki uygulamalarina yer veren Stakhov’ un
(2006)’ daki calismasinda, elemanlar1 simetrik hiperbolik Fibonacci siniis ve kosiniis

fonksiyonlar1 olan

2w [CFsQ2x+1)  sFs(2x) s [ SFS(2x+2) cFs(2x+1)
O man  emseion) Y Tlem@rrl)  sEs)

matrisleri tanimland;, Q** ve Q*"' matrisleri iizerine baz1 matris metotlar1 uygulanarak
simetrik hiperbolik Fibonacci siniis ve kosiniis fonksiyonlarinin bazi 6zellikleri sunuldu ve
son olarak Q°* ve Q™' matrislerin sifre bilimindeki uygulamalarina yer verildi. Nalli
(2007), O** ve Q™" matrislerinin Hadamard c¢arpimlarini inceledi. Falcon ve Plaza
(2007), oncelikle geometrik bir yaklagimla, 1<k tamsayist i¢in klasik Fibonacci dizisinin

b

genellestirilmesi olan k-Fibonacci say1 dizisi {Fk’n} 0 ni;

Fo,=0, F,=1veF,

k,n+1

= kb, + F,

n—1

seklinde tanimladilar ve daha sonra



k - l 1 ’ E{ n+l E{ n F}c n
= ’ ’ ’ (2.2)
k 1 Ec,nJrl - Ec,n—l F}c,n + F}c,n—l
bagintisin1 sundular. Ayni1 ¢alismanin kalan kisminda, (2.2) bagintisin1 goz 6niine alarak,

matris metotlar ile k-Fibonacci sayilart igin 6zdeslikler ve formiiller sundular. (2008)’ de

Koken ve Bozkurt’ un galismasinda, Jacobsthal F-matrisi olarak isimlendirilen

o

matrisi tanimlanmakta, F matrisi ile n-inci Jacobsthal j ve Jacobsthal-Lucas ¢, sayilari

. . c c
]n ]n—l cn Cn—l

bagintilar sunulmakta ve bu bagintilardan hareketle Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilari

arasindaki

i¢in 6zdeslikler tiretilmektedir.

H. Karner, J. Schneid ve C. W. Ueberhuber (2003) calismalarinda, devirli matrisleri
sag ve sol devirli matris olarak smiflandirmiglardir. Bu sag devirli matris aslinda
caligmamizda goz Oniine aldigimiz yukarida tanimlanan devirli matristir. Ayrica ters sag
devirli ve ters sol devirli matrisler tanimlanarak, bu matrislerin 6zdeger ve singiiler deger
ayristmlar1 Fourier matrisleri kullanilarak elde edilmistir. Bu bahsedilen ters sag devirli
matris ise yukarida tanimini verdigimiz
negacylic matristir.

D. Geller, I. Kra, S. Popescu ve S. Simanca, devirli matrislerin determinantini ve
karakteristik polinomunu, birimin z. dereceden primitif kokiinii kullanarak elde etmislerdir.
Devirli matrislerin olusturdugu uzayin sonlu boyutlu degismeli bir cebir yapisinda
oldugunu gostermislerdir. Devirli matrislerin diizgiin olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar
verilmis, devirli matrislerin determinant1 ve kompleks projektif uzaydaki egriler arasindaki

iliski incelenmistir.



D. A. Lind (1970), devirli ve ters devirli matrisi, Fibonacci sayisi ile tanimlayarak
bu matrislerin determinantlarini birimin n. dereceden pirimitif kokiinii kullanarak elde
etmistir.

Solak (2005), Fibonacci sayilart ile devirli matrisleri tanimlayarak, bu matrisin
normlarini incelemistir.

Alptekin (2005), Pell sayilari ile devirli ve yari-devirli matrisleri tanimlayarak, bu
matrislerin 6zdegerleri, normlar1 ve determinantlarini incelemistir.

Koger (2007), Modified Pell, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilari ile tanimli
devirli, negacyclic ve yari- devirli matrislerin 6zdegerleri, determinantlar1 ve normlarini

elde etmistir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Materyal boliimiinde; sayisal hata, vektdr normu, matris normu, devirli matris,
yineleme iligkili say1 dizisi kavramlar1 verilmektedir. Yontem boliimiinde ise, ¢alismanin

0zgiin sonuglar1 sunulmaktadir.

3.1. MATERYAL

3.1.1. Vektor Normlan

Bu boliimde vektér normlar1 {izerinde duracagiz. Norm islemi

veya

sembolleri ile gosterilecektir. Burada “a” , normun ¢esidini belirten sabittir.

Tanmm 3.1.1. F kompleks sayilar cismi ve X, F cismi {izerinde tanimlanmis bir vektor
uzay1 olsun.

X - R*U{0}

x =
seklinde ifade edilen ve Vx,ye X, Va € F igin,

D =0

b) [+|=0<x=0;

x| =lallx

ey <+

aksiyomlarini saglayan ||| donilisiimiine vektor normu denir.
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Diger bir ifadeyle vektor normu, x vektoriinii sifira ya da pozitif bir reel sayiya

doniistiiren bir doniigtimdiir.

Uzerinde bir |||| normu tanimlanmis olan bir X vektor uzayna normlu vektor uzay

ya da sadece normlu uzay adi verilir ve (X ,||~||) ile gosterilir. X bir normlu uzay ise ||x|| =1

esitligini saglayan x € X vektoriine birim vektor adi verilir. Aslinda norm aksiyomlarindan

(a), diger ti¢ aksiyomun bir sonucudur; ¢linkii bu aksiyomlarin yardimiyla her x € X igin

o] = o] = of <] =0

ve
0= 0] < [px-+ (=) < o+ =] = 2l
bulunur.
Asagidaki ornek F* vektor uzayi tizerinde birden fazla norm tanimlanabilecegini
gostermektedir.

Ornek 3.1.1. x=(x,,x,,....x,) € F" ve 1< p < oo olmak iizere

a)
n
I, = )| = e e |
j=1
b)
; 5 1/2 ; - -
||x||2=[z\x_/\] Y e
J=1
c)
n p
I, =l el | =4l el et
? k=1
d)

||x||oo = max{‘xj‘ 1< < n}

ile tanimli ||- B -|| ve ||-|| fonksiyonlar1 F” {izerinde birer norm tanimlar.
P 0
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Ornek 3.1.2.x=(2,4,6,...,2n) e R’

sirastyla,

||x||] :Z‘xj‘ :Z|2j| =24+4+..+2n =n(n+l) ,
j=1 =1

S 0 ) N e TG

||x||w =max{‘xj‘:1£an} =max{|2j|:1§j£n} =max{2,4,6,...,2n} = 2n

dir.
Tanim 3.1.2. (

, -) bir normlu vektdr uzayr olsun. Herhangi bir x € X noktast ve

herhangi bir >0 reel sayist icin
B(x)={yeX:|x-y|<r}
kiimesine x merkezli r yaricapli agik yuvar (agik top),
B [x]={yeX:[x-p|<r}
kiimesine x merkezli r yariapli kapali yuvar (kapali top) ve
S, (x)={ye X:|r—y|=r}

kiimesine x merkezli r yaricapl kiire denir. Eger r=1 ve x=0 ise, B,(0) kiimesine

agik birim yuvar, B, [0] kiimesine kapali birim yuvar ve S, (0) kiimesine birim kiire adi
verilir.

Ornek 3.1.3. R* uzay: iizerinde ||-||1, ||||2, ||||w normlarina gore acik, kapali birim yuvarlar

ve birim kiireler Sekil 3.1.1° de gosterilmistir.
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Sekil 3.1.1. R? iginde agik, kapali birim yuvarlar ve birim kiireler

s s

Sekil 3.1.1." de goriilmektedir. Bununla birlikte bir vektor uzay lizerinde farkli iki norma

normlart altinda yuvarlarin sekillerinin ne kadar farkli olduklari

o0

sahip olsak bile eger bu normlar “cok farkli” degilseler uzayin metrik uzay o6zellikleri her
iki norm i¢in de ayni olabilir. “Cok farkli degil” ifadesinden kastedilen asagidaki tanimda
kesin olarak belirtilmistir.

Tanim 3.1.3. Bir X vektor uzayi ilizerinde

Ve

normlart tanimli olsun. Eger her

x € X igin,

mlld <l < 0[]
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!

olacak bicimde m, M >0 reel sayilar1 varsa, normu ||-|| normuna denktir denir.

Onerme 3.1.1.X bir vektor uzay ve |+ [

,5|*l;» X tzerinde birbirinden farkli ii¢ norm

olmak tiizere ||-||2 , ||-||1 'e ve ||- |2 'ye denk olsun. O halde,

39
* [ o, 'ye denkeir.
° ||o

Son 6nermeden, Tanim 3.1.3. ile verilen denklik kavraminin X {iizerindeki biitiin

.5 | e denktir.

normlarin kiimesi iizerinde denklik bagintis1 tanimladigini sdyleyebiliriz.

Ornek 3.1.4. Ornek 3.1.1 de verilen F” uzay1 iizerinde tanimli ||-

+| normlarin1 goéz
o0

12022

Oniine aldigimizda her x € " icin
[l <, < Il < il
oldugunu, yani bu {i¢ normun denk oldugunu gosterelim.

2

. (¥i=L..n)

n n 2 n
Sl s(Shl ]+ el <Sha
k=1 k=1 k=1
esitsizliklerinden
[, <[l <],

bulunur. Ayrica

n

n
||x|| :Z|xk|sz max x.‘: max
1 i=1,..,n1 7 j=1,...,n
k=1 k=1 /7 S

n
x,‘ E 1:n||x||
J 0
k=1

esitsizliginden

elde edilir.
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Buraya kadar vektér normu tanimini ve Ozelliklerini verdik. Simdi de vektor
normlarinin gesitlerinden bahsedelim.

Tanm 3.1.4. x = (x,,x,,...,x,) € C" kompleks vektorii igin
el =l + bl | = 2

seklinde tanimlanan norma, x vektoriiniin toplam normu denir.

Tanmm 3.1.5. x = (x,,x,,...,x,) € C" kompleks vektorii igin

2 ., 12
2) :(Z]xilz]

seklinde tanimlanan norma, x vektoriiniin Euclidean veya Frobenius normu ad1 verilir.

hng%rq%r+m+

x"l

Tanim 3.1.4. ve Tanim 3.1.5. ile verilen normlarin genel hali Tanim 3.1.6° da
verilmistir.

Tanim 3.1.6. 1< p <oo olmak lizere x = (x,,x,,...,x,) € C" kompleks vektori i¢in

P P p\V? (P v
b, = (sl bt +-efs ) = Sher
seklinde tanimlanan norma Holder normu (veya [, normu ) denir.
Tanmm 3.1.7. x = (x,,x,,...,x,) € C" kompleks vektorii igin
||x||3o = max{ |xi|:1S i<n }

seklinde tanimlanan norma, x vektoriiniin maksimum normu denir.

x=(x,,%,,...,x,) € C" herhangi bir kompleks vektér olmak iizere ||-||1, ||-||2,

”'”w normlari arasinda;
), <[, < Vnl,
b) <[, < Vnlu,

O |l <l <A,
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1
&, <[, <Vl

bagintilari mevcuttur.
Ornek 3.1.5. x:[—l,O,l]T vektoriiniin - yukarida verilen bagintilart  gergekledigini

gosterelim:

Jxl, = J(=1) +0% +1* =V1+1 =42 = 1,41
[l =1=1]+of+1[=2
[l = max|x[=1

elde edilir. O halde verilen x vektoriiniin ||-

S|l ve ||-||w normlar1 arasinda (a), (b), (¢) ve

(d) bagintilarinin saglandig goriiliir.

3.1.2. Matris Normlari

Bu boliimde kompleks say1 girdili matrislerin normlarindan bahsedilecektir.

Tamm 3.1.8. M, (C), bilesenleri C cisminin elemanlari olan nxn tipinde kare

matrislerin kiimesi olsun.
[+]: .., (C) > R* w{0}
A— 4|

seklinde ifade edilen ve 4,Be M, (C) olmak iizere her a € C igin,

i) A#0 ise,

A|>0, A=0<]4|=0,

i) ad]=]af|4].
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b

iiii) |4+ B|<||4]+|B

iv)  [4B]<]4||5]

aksiyomlarini saglayan ||-|| doniistimiine matris normu denir.

Tamm 3.1.9. M, (C), bilesenleri C cisminin elemanlari olan mxn tipinde matrislerin

kiimesi olsun.

[]:7,..,(€) > R" {0}
44|
seklinde ifade edilen ve 4,Be M, (C) olmak iizere her a € C igin,
i) A#0 ise, [4|>0, A=0<]4]=0,
i) o] =Jal 4]
i) |4+ 8] <] +] 5]

aksiyomlarini saglayan ||-|| doniisiimiine genellestirilmis matris normu denir.

O halde bir matris normu daima genellestirilmis matris normudur. Fakat tersi her
zaman dogru degildir. Ornegin toplam normu Z‘aij‘ genellestirilmis matris normudur
ij

ancak matris normu degildir.

Tanim 3.1.10. 4, mxn tipinde bir matris olmak {izere,
14], =m_§1x;\al.j\ (3.1)

seklinde tanimlanan matris normuna siitun normu denir.

Tamm 3.1.11. 4, mxn tipinde bir matris olmak {izere,
||A|Lo = mlax Z‘a[j‘ (3.2)
j=1

seklinde tanimlanan matris normuna satir normu denir.
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Tamm 3.1.12. A, mxn tipinde bir matris olmak {izere,

m . 1/2
||A||E=(zzwal,-r]

i=1l j=1

seklinde tanimlanan matris normuna Euclide normu denir.

Bazen Euclide norm yerine Frobenius normu (||A||F ), Schur normu veya Hilbert-
Schmidt normu ifadeleri kullanilir.
Tamim 3.1.13. 4, mxn tipinde herhangi bir matris olsun. 4 matrisinin 4" transpozunu

alahm. A" matrisinin elemanlarinin her biri yerine elemamin kompleks konjugesini

koymakla elde edilen yeni (AT ) matrisine A4 matrisinin hermitian (eslenik) transpozu

denir ve A" ile gosterilir.
Tamm 3.1.14. 4 =(a,.j) olmak iizere 4”4 matrisinin 6zdegerlerinin karekokiine A

mxn

matrisinin singiiler degerleri denir ve A matrisinin singiiler degerlerinin kiimesi
o(A4)= {\/Z |4,, A" A' nin 6zdegerleri }

seklinde gosterilir.

Tanm 3.1.15. 4 :(al.j) ve A" matrisi 4 matrisinin eslenik transpozu olmak iizere

A" A matrsinin en biiyiik 6zdegerinin karekdkiine 4 matrisinin spectral normu denir ve

||A||2 =4 (/1, A" A nin en biiyiik 6zdegerinin karekékii)

veya

[ = \Jmax 7, (4" 4) (33)

seklinde gosterilir.



19

Tamm 3.1.16. A= (aij) olmak tlizere

mxn

m n I/p
i, ~(E5al | 1<pe

i=l j=1

seklinde tanimlanan norma 4 matrisinin /, normu denir.

1 0 -3
Ornek 3.1.6. 4 :{ 0 1 0 } matrisinin ||- Collell slells ve ||-||2 normlarini bulalim.
-2 1 2

0+ +1 —3|+|o|+|2|)}=5

)i

):(

|4), = max >-Ja, | = max {(j]+[0] +|-2

0|+ /1] +0 —2|+|1|+|2|)}=5

)i (

)i (

||A|L0 = mlax Zl‘aij‘ = max {(|1| + |O| + |—3
=

m n 1/2
Al = al | = 12+02+—32+02+12+02+—22+12+22l/2=\@;4,472136
E - y

=l j=

4], ={2] 4, 4" A'nn en biiyiik dzdegerinin karekokii} = /9 ++/73 = /9+8,5440037 = 4,1885563
Tamm 3.1.17. 4, nxn tipinde bir kare matris olmak iizere, 4 matrisinin mutlak degerce
en bilyiik 6zdegerine A'nin spektral yarigapr denir ve p(A) ile gosterilir.
O halde 1<i<n olmak lizere, 4 n-kare matrisinin herhangi bir 4. 6zdegeri i¢in
A< p(4)
ve en az bir i degeri i¢in
[4]=p(4)

diyebiliriz.
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3.1.3. Matris Normlar Arasindaki Bagintilar:

A:(al.j )nxm matrisi i¢in ||-|| , hormunu ||A|| R :max‘a[/.‘ seklinde tanimlayalim. Bu

el s e[l A normlar1 arasinda;

o0

D [l <)l < m 4],
D |l <[4l <Nmn 4,

3 4l =l 4],
1
9 ol <[4l <Vl

1
9 =l =)4); < V4], (3-4)

6) <[], <Jm]4], (35

1
1,

bagintilar1 vardir.

1 0 2
Ornek 3.1.7. 4 [ 4 1 0 ] matrisinin yukaridaki bagintilar1 sagladigini gosterelim.
-3 -2 -1

=3I

=2).(j21+

-1} =8
1)) =

], = max Yo, = max (] +
i=1

)i

).(-

||A||w = mlax i‘ay‘ = max {( +
j=1

m n 1/2
. {zz\a,.,r] = (7 +Of 2 4 47 10 4|3 -2 +-1F) =

i=l j=1

J57 3

4], ==+ =3,7749172+1,8027756 = 5,5776928
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veE
], = max(a,

—4

elde edilir ki, A matrisinin ||-||1 ,||-||Oo ,||-||E ,||-||2 ve ||-||A normlari i¢in (1), (2), (3), (4), (5) ve
(6) bagntilarint sagladigi goriiliir.

Tanm 3.1.18. A:[al.j] ve B:[b..], mxn tipinde matrisler olsun. AoB=[aijbij]

ij mxn

seklinde tanimlanan 4o B matrisine, 4 ve B matrislerinin Hadamard ¢arpimi denir.

o[, herhangi bir genellestirilmis matris normu olmak ilizere mxn tipindeki

A= [aij] ve B = [by] , matrisleri igin

Ao B

|<[l4]8]

esitsizligi mevcuttur.

A=Bo°C, r(B)=max Z‘bijr ve ¢ (C)=max Z‘cl.jr
Y - ;4

olsun. Bu durumda
|4l, <% (8) «(C) (3.6)

esitsizligi gergeklenir.

3.1.4. Devirli Matrisler

Bu bolimde; devirli matrisin tanimi ve devirli matrislerin bazi1 6zellikleri
verilecektir.

Tamm 3.1.19. q,q,,...,a, , € C olmak iizere

n-1

C= (ij ),,X,, > € = 4 itmodn)
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seklinde tanimlanan C matrisine devirli matris denir.

Bir devirli matrisin kdsegeni tizerindeki elemanlar ile kdsegene paralel olan ¢izgiler
tizerindeki elemanlar1 aymidir. 2x2, 3x3 ve 4x4 mertebeli genel devirli matrisler

asagidaki gibi gosterilirler:

a b ¢ d

a b c
a b d a b ¢
C= ,C=|c a b|,C= .
b a c d a b

b ¢ a
b ¢ d a

Genel anlamda nxn mertebeli bir devirli matris n elemanli bir vektor ile temsil
edilir ve bu vektor matrisin ilk satirin1 olusturur. Boylece takip eden satirlar onceki satirin

son elemanini basa alarak devam eder:

aO al aZ an—l

an—l a() al an—Z

C =circ(ay,a,...,a, )=\a,, a,, a, a, ,
a, a, a, a,

Devirli matrislerin birgok 6zelligi vardir. nxn tipindeki devirli matrisler i¢in sunlar
sOylenebilir:
1) A ve B ayni mertebeli devirli matrisler ve a ile b herhangi iki skaler olmak {izere

aA + bB matrisi bir devirli matristir.

2) Ayni mertebeli iki devirli matrisin ¢arpimi yine bir devirli matristir.
3) Ayn1 mertebeli iki devirli matrisin ¢arpimi degisme 6zelligine sahiptir.
4) Eger bir devirli matris tekil degilse, tersi de devirli matristir.

5) Devirli matrislerin transpozu da devirli matristir.
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3.1.5. II-inci Mertebeden Yineleme iliskili Lineer Diziler

Fibonacci say1 dizisinin ismini aldigi {inlii matematik¢i Fibonacci, 1202 yilinda
"Abakiis Kitab1" veya "Hesaplama Kitab1" anlamina gelen “Liber Abaci” isimli eserinde
toplamistir. Yayinladigt bu eserle Hint-Arap sayi sistemini Avrupa'ya duyurmustur.
Fibonacci kitabinda, modus indium (Hintlilerin yontemi) adin1 verdigi ve giiniimiizde Hint-
Arap sayilar1 diye bilinen modern ondalik say1 sistemini tanitmistir. Bu kitap, gilindelik
hayatta ticari defter tutma, Ol¢li birimlerini ¢evirme, faiz hesaplama, para bozma ve
degistirme gibi islemlerde 6nemini gostermistir. Kitap Avrupa'da tahsilli insanlar arasinda
hizli bir sekilde yayilmis ve Avrupa'nin miispet bilimde ilerlemesine Onemli etkileri
olmustur.

Kapal1 bir ortamdaki tavsan ailesinin artig problemi, iinlii matematik¢inin kitabinda
bahsettigi bir baska konudur. Birinci aydan baslamak {izere tavsan cifti sayisini
hesapladigimizda asagidaki diziyi buluruz:

1 1 2 3 5 8 13 21 ...
Goriildiigi lizere, iigiincli terimden itibaren her say1 kendinden dnceki iki sayimin

toplamina esittir. F,, n-inci aydaki ¢ift sayis1 ve F,, n+1-inci aydaki ¢ift sayis1 olmak

+1°
tizere, n+ 2 -nci aydaki ¢ift sayisini

F

n+2

=F

i T F,
seklinde gosterebiliriz.

Daha once 6. yiizyilda Hintli matematikgiler tarafindan bulunmus olan bu say1 dizisi
Liber Abaci kitabinda tavsanlarin iiremesiyle ilgili problemin hesaplanmasi sonucu
Fibonacci tarafindan 1202 yilinda ortaya konulmustur. Bu dizinin ileri elemanlarinda, bir
sonraki elemanin bir dncekine orani olan ve altin oran ad1 verilen, 1.618 degerine yakin bir
say1yl Verir.

Tabiattaki canlilarda, insan viicudunda ve mimari yapilarda altin orani gérmek

miimkiindiir. Ornegin ayciceginin merkezinden disariya dogru sagdan sola ve soldan saga
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dogru taneler sayildiginda ¢ikan sayilar Fibonacci dizisinin ardisik terimleridir. Ayrica
antik ve bazi modern mimari eserler bu orana uygun tasarlanmislardir. Ornegin Mimar
Sinan'in Selimiye ve Siileymaniye camilerinin minarelerinde Fibonacci dizisi mevcuttur.
Altin orana uygun 6lgiilerdeki nesnelerin ve canlilarin daha estetik ve giizel oldugu gortisi
yaygindir.

Bugtine kadar degisik tipteki Fibonacci sayilari tanimlanmistir. Bunlardan bir tanesi
2006 yilinda Stakhov tarafindan tanimlanan m-Fibonacci say1 dizisidir. 2007 yilinda Falcon
ve Plaza bu say1 dizisini k-Fibonacci olarak isimlendirmis ve {izerinde birgok arastirma
yapilmislardir.

Tamm 3.1.20. a,b,s,t € R skalerleri i¢in,

X,=a,x, =bvex

o =8X,, +ix,,n>0 (3.7
seklinde tanimlanan {x, }” reel say1 dizisine, ikinci mertebeden lineer baslangi¢c degerli
vineleme iliskili reel say: dizisi denir.

Tamm 3.1.21. (3.7)’de tanimlanan {x,} _, reel say1 dizisinde, a=0,b=1,5s=1ve t =1
degerleri i¢in elde edilen diziye, klasik Fibonacci say dizisi denir ve {F }"_ ile gosterilir.
{F } _, dizisinin her bir elemanina klasik Fibonacci sayis: denir.

Tamim 3.1.22. (3.7)’de tanimlanan {x, } _ reel say1 dizisinde, a=0, b=1, s=k (keZ")

ve t=1 degerleri i¢in elde edilen diziye, k-Fibonacci say! dizisi denir ve {F, }" ile

n

gosterilir. {F, ,},", dizisinin her bir elemanina k-Fibonacci sayist denir.

Tanmm 3.1.23. (3.7)’de tamimlanan {x }=_ reel say1 dizisinde, a=2,b=1,s=1ve t=1
degerleri i¢in elde edilen diziye, klasik Lucas sayi dizisi denir ve {L } _ ile gosterilir.
{L,},_, dizisinin her bir elemanina klasik Lucas sayisi denir.

Tamm 3.1.24. (3.7)’de tamimlanan {x,} _, reel say1 dizisinde, a=0,b=15=2 ve t =1

0

n=0

degerleri i¢in elde edilen diziye, klasik Pell say: dizisi denir ve {P}_ ile gosterilir. {P}"

dizisinin her bir elemanina klasik Pell sayisi denir.
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Tamm 3.1.25. (3.7)’de tanimlanan {x,} _, reel say1 dizisinde, a=2,b=2,5=2 ve t=1
degerleri icin elde edilen diziye, klasik Pell-Lucas say dizisi denir ve {Q,}, ile gosterilir.
{0, }_, dizisinin her bir elemanina klasik Pell-Lucas sayisi denir.

Tanmm 3.1.26. (3.7)’de tanmimlanan {x,} _, reel say:1 dizisinde, a=0,b=1,5=1ve t =2
degerleri icin elde edilen diziye, klasik Jacobsthal say: dizisi denir ve {J,}"_, ile gosterilir.
{J,}._, dizisinin her bir elemanina klasik Jacobsthal sayisi denir.

Tanmm 3.1.27. (3.7)’de tamimlanan {x, } _, reel say:1 dizisinde, a=2,b=1,5s=1ve t=2
degerleri i¢in elde edilen diziye, klasik Jacobsthal-Lucas sayi dizisi denir ve {j }~_ ile
gosterilir. {j }”, dizisinin her bir elemanina klasik Jacobsthal-Lucas sayis: denir.

Tamm 3.1.28. (3.7)’de tanimlanan {x, }~ reel say1 dizisinde, a=0,b=1,5=3 ve t=-2
degerleri icin elde edilen diziye, klasik Mersenne say dizisi denir ve {M}"_ ile gosterilir.
{M}"_, dizisinin her bir elemanina klasik Mersenne sayisi denir.

Tanim 3.1.29. (3.7)’de tanimlanan {x,}_, reel say1 dizisinde, a=2,b=3,5=3 ve t =-2
degerleri icin elde edilen diziye, klasik Fermat say: dizisi denir ve {F,} " ile gosterilir.

{F }"_, dizisinin her bir elemanina klasik Fermat sayisi denir.
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3.2. YONTEM

3.2.1. Il-inci Mertebeden Dogrusal Yineleme iliskili Reel Say1 Girdili Devirli

Matrislerin Normlari

Simdi genellestirilmis 4-Fibonacci sayilarindan bahsedecegiz ki bu sayilarin
yineleme formiilleri dort parametrelidir.

Tanmmm 3.2.1. s ve ¢ sifirdan farkli, a ve b ise herhangi iki reel sayr olsun.

F

s,t,0

=a, F

1 =bolmak iizere n-inci (s,t) -Fibonacci {E . n} . dizisi yinelemeli olarak
o =7 ) ne

F =sF +tF

s,t,n+l s,t,n s,t,n—12

n>1 (3.8)

seklinde tanimlanir.

Asagidaki gizelge F,,, dizisinin bazi 6zel durumlarim 6zetlemektedir:

(a,b) (s,t) Fs,t,n

(0,1) | (s.1) k — Fibonacci sayilari
(0,1) | (1,1) klasik Fibonacci sayilari
(0,1) | (2.,1) klasik Pell sayilar

(0,1) | (1,2) klasik Jacobsthal sayilari
(0,1) (3,—2) klasik Mersenne sayilari
(2,1) | (1,1) klasik Lucas sayilari
(2,2) (2,1) klasik Pell-Lucas sayilari
(2,1) (1,2) klasik Jacobsthal-Lucas sayilari
(2,3) [ (3,-2) klasik Fermat sayilari

Cizelge 3.2.1. (a,b) ve (s,¢) nin bazi degerleri igin F, , , dizileri
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n 0(1|2 3 4 5
fibonacci 0111 2 3

k- fibonacci | 0| 1 [k |k +1|k(k>+1)+k k(k(k2 +1)+k)+k2 +1
Lucas 21113 4 7 11
Pell 0(1|2 5 12 29
Pell — Lucas 2126 14 34 82
Jacobsthal 011 3 5 11
Jacobsthal — Lucas |2 |1 |5 7 17 31
Mersenne 01113 7 15 31
Fermat 21315 9 17 33

Cizelge 3.2.2. Cizelge 3.2.1° de belirtilen say1 dizilerinin ilk 6 terimi

Yardimei Onerme 3.2.1. s+7—1# 0 olmak iizere

- 1
ZF;,t,j = s +t_1 (tF.;,t,n +F9,t,n+l tsa—a _b) (39)
j=0

olur.

+F

5,13

Ispat. W=F  +F,  +F,

s,t,1 s,t,2

+..+F,,, olsun. O halde,

n

SW=sE,,+sF , +sF  ,+sF ;+..+sF,  +sF

s,t,2 5,3 s,t,n—1 s,t,n
W =+tF,  +1F,, +UF  , +. +tF,,  +IUE

esitliklerinden (genellestirilmis (s,t) -Fibonacci yinelemesinin {istteki ifadelerde

kullanilmasiyla)
SW+tW =sF,, +(F, ,+F, s +..+F, )+ F, . +F,,,
= SF;,t,O + (W - F:v,t,O - F;,t,l ) + tF;,t,n + F:v,t,nJrl
=W+tF,, ,+F,,, . +sa—a —b as F,,,=a and F, = b

Ve

W= ! (tF +F

s +t—1 S,t,n s,t,n+1 tsa—a _b)

elde edilir ki istenilen gosterilmis olur.
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Binet formiillerini Fibonacci sayilar teorisinden iyi biliyoruz. Binet formiilii, » -inci
genellestirilmis (s,t) -Fibonacci sayisini (3.9) ile verilen yineleme bagmntist ile ilgili
x> =sx+t karakteristik denkleminin kokleri olan « ve £ mnin fonksiyonu olarak
gostermemizi saglar.

Onerme 3.2.1. ( Binet Formiilii ) Eger o ve S farkliise, n-inci genellestirilmis (s,t) -

Fibonacci sayisi

F, =bzha g, _baa (3.10)
T ampl amp

seklindedir.

n

Ispat. |a|>|,3| oldugunu varsayalim. O halde «" ve p", (3.8) fark denkleminin
bagimsiz ¢oziimleridir. Sifir uzaymin iki boyutlu oldugu diisiiniiliirse {a” , ﬂ”} bir tabandir.

Bu durumda F

s,t,n 2

bu iki geometrik dizinin dogrusal bilesiminin kiimesi olarak
karakterize edilmis olur ki ¢, ve c,,

a=c +c,

b=ca+c,p

baslangic kosullariyla belirlenen sabitler olmak tizere F,

Jt,n?

_ n n
F . =ca"+cp",

s,t,n

seklinde yazilabilir. ¢ ve £ farkli oldugundan bu sistemin ¢ozliimii

3 :b—ﬂa’

a-p
b—aa
c,=— ,
a-p

seklinde olacagindan istenilen gdsterilmis olur.

Eger a=0, b=1 ve t =1 ise k-Fibonacci dizisi i¢in
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2 2
=k+\/k+4 ve ﬂ:l‘ éc+4

o 2

oldugunu biliyoruz. O halde k-Fibonacci dizisinin genel terimi

F, = -/, G.11)
’ Jk: +4

(k+\/m )n _(k— 4 )n

seklindedir.

Genellestirilmis (s,t) -Fibonacci dizisi i¢in (3.10) ile gdsterdigimiz Binet
formiiliiniin bir sonucu olarak, Catalan 6zdesliginin genellestirmesi olan yeni 6zdeslik
asagida belirtilmistir:

Yardimci Onerme 3.2.2. x=b—fa ve y=b—aa olmak iizere, eger o ve S farkl ise

n -inci genellestirilmis (s,7) -Fibonacci sayisi i¢in

Fon o —F2 = ()" P2, (3.12)

S, t,n—r" S,t,n+r

olur.

Ispat. x=b—fa ve y=b—aa olsun. (3.10) ile verilen denklemi, (3.12) ile verilen
denklemin sol tarafindaki F, _F — F?  ifadesinde yerine yazar ve aff =—t esitligini

S, t,n—r= s,t,n+r s,t,n

hesaba katarsak

xan—r _yﬂn—r xan+r _yﬂnﬂ' xa” _yﬂ” 2
2
F;,t,nfrF's,t,nJrr s = a _ﬂ a _ﬂ _( o —ﬂ j

B x2a2n _xyan—rﬁnﬂf _xyan+rﬂn—r . yZIBZn _x2a2n +2xyanﬂn _yZﬂZn
- 2 2
(a=F)
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olur ve ispat biter.

r =1 i¢in (3.12) ile verilen denklem, genellestirilmis

F;,t,;z—lF;,t,n+l - F's?t,n = (_t)n xy (3 1 3)
(s,t) - Fibonacci dizisi i¢in verilen Cassini 6zdesliginin genellestirilmis halidir.
Yardimer Onerme 3.2.3. Her n>1 igin,
(-1)" =2 (1) =1 (3.14)
i=1

dir.
Ispat. Ispat1 tiimevarim metoduyla kolayca yapilabilir.

Yardimcr Onerme 3.2.4. (s+1-1)(s—¢+1)#0, x=b—fa ve y =b—aaolsun. Eger
ve p farkliise

- 1 2 i+ n+l
ZFS?”":(s+z—1)(s—z+1)[ﬂf"_tFfzf"l £ (b-a) =@+t (14 (-1) )} (3.15)

j=0

olur.

Ispat. T=3 F’, , olsun. O halde,
o "

n n F

2
L —tF
s,t, j+1 s,t,j—1 j (3.8'den)
S

2 z \tj+l

Zt

st]l

=0

F F

s,t, j+1

stjl:|

= | T Fl g4 F +OF, 1++t2T—tsti,n—2th:(( t) xy+F ,)} (3.13'ten)
L i=0
:iz T(¢-2t+1)-a’+F.,, +t* (b—a) -£'F, - 2tj+lxyzn:(—l)j}
S L j=0

ve (3.14) ile verilen denklemden
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T:%[T(ﬁ—l)z—a LF2 tz(b—a)2—t21vjtm+t«f“xy(1+(—1)"“)} (3.16)
N

olur.

Denklem (3.16) den

T(s+t-1)(s—t+1)=F, ~£F + (b-a)z-az+zf+1xy(1+(-1)"“)
yazariz ve ispat biter.
Teorem 3.2.1. s+7—1#0 ve a, =F,

o tomod(jin) olmak iizere 4= [%] , nxn tipinde kare

matris olsun. O halde

”A” _” ” S+f— 1( :tn1+F;tn+Sa—a—b),
n1/2 n3/2
SH_l(tF;,t,n HE +Sa—a—b)£||A||2 < s+t—1(tF””’ +F,, +sa—a—b),
n1/2 n3/2
SH_l(tF;,t,n HE +sa—a—b)£||A||F < s+t—1(tF“”’ +F,, +sa—a—b)

olur.

Ispat. A matrisi asagidaki formdadur:

F;,t,O F;,t,l s,t,n—1
A — F;,t,n—l FY,I,O F; t,n=2 (3 17)
F; t,1 F.;,t,Z Fs t,0
s+t—1#0 oldugundan, (3.1), (3.2) ve (3.9) denklemlerinden
|4, =]4], = nz vt =T l(tFS,t,n \+F,,, +sa—a-b), (3.18)

(3.5) ve (3.18) denklemlerinden

n1/2 n3/2
i s b) <Al S 4 sa-ab).
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(3.4) ve (3.18) denklemlerinden

n1/2 n3/2
s+t—1(tF“"“"1 +F,,+sa-a=b)<|4], < s+t—1(tF“‘~f’"-‘ +F,,+sa—a=b)

s,t,n

elde ederiz.

Sonu¢ 3.2.1. s+¢-1#0 ve g, = Fs,t,mod(iﬂ,n) olmak ilizere A= [aii] , nxn tipinde kare
matris olsun. O halde,

||A||l = ||A||oo = s +}Z _1 (tF;,t,n + F.;,t,n+l + sa—a _b)a

n'? 2
S+t_1(tF;,t,n +F¥,I,n+1 +Sa_a_b)g||A||2 S S+t_1( s,t,n +

F,, ,.tsa—a— b) ,

1/2 3
n n
SH_I(th,z,n +F 0 +sa—a—b)S||A||F < s+t—l( ot E +sa—a—b)

dir.

Teorem 3.2.2. (s+¢—1)(s—t+1)#0 olsun. & ve [ birbirinden farkli ve 4 (3.17)" de

gosterilen matris olsun. O halde,

I e LT S

a’+ t’”xy(l + (—1)"+l )}

2 2 2 2 2
| B o+ (b=a) -

2 il n+l < ||A||2’
a +t’" xy(1+(—1) )J
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2 22 2 2 2 2 2 2 2
(S+t71)1(S7H1) |:F;,I,n -t F;,t n—1 +1 (b - a) - m[ﬂ,r,n -t F;,t,n—l +1 (b - (1) -
2 i+1 n+l1 < ||A||w sn 2 i+1 n+1
a’ +t'" xy(1+(—1) )J a +t'" xy(l+(—l) )}
olur.
Ispat. Frobenius normunun ve 4 matrisinin tanimmdan
) n-1 5
4l =2 F
j=0
yazabiliriz. x=b— fa ve y=b—aa olmak iizere denklem (3.15) den
n 2 2 2 2 2
(s+-1)(s—1+1) |:F;,t,n —1 F;,t,n—l +1 (b—(l) -
4], = : (3.19)

a’+ tj”xy(l + (—1)"“ )}

ifadesini elde ederiz. Denklem (3.19)’ deki ifadeyi ﬁ

A||F S||A||2 esitsizliginde yerine

yazarsak

o FL PR 4 (b -

(s+t-1)(s—1+1) s,t,n s,t,n—1

<[]
a2 +tj+1xy(1+(_l)n+l ):| 2
olur. (3.4) ve (3.19) denklemlerinden sirasiyla
W[Fi ~C°F,,  + (b-a) -

4], <n

2

a’+ tj“xy(l + (—1)”+1 )}

\%

1 [Fz _PF?

(s+2-1)(s—1+1) S,t,n s,t,n—1

elde ederiz. Diger taraftan B ve C matrisleri asagidaki gibi olsun:

b
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A= BoC oldugu agik¢a goriiliir. O halde,

] R PR i (b-a) -

P n-l (S+l‘—l)(s—t+])|: s,t,n s,t,n-1

h (B) = m?x A fZ‘bi/‘ - : th,j = 2 n+l (3.20)
j Jj=0 a +t xy(1+(—1) )}

Ve

Fl,,—rF., +(b-a) -

1
¢ (C)=max /Z‘cj‘ =2 F,= . N (3.21)
i j=0 a’+t’ xy(1+(—1) )}

olur. Boylece (3.6), (3.20) ve (3.21) denklemlerinden

1 2 22 207 N2 2, el _n+lj|
”AHZS(s+t—1)(s—t+1)[F”’" CF,, +t(b—a) —a’+1t xy(1+( 1) )

elde edilir ve ispat biter.

Sonug 3.2.2. (s+1-1)(s—¢+1)#0 olsun. & ve S birbirinden farkli ve a; = F

s,t,mod(i+j,n)

olmak lizere 4 = [al.j] matrisi nxn tipinde kare matris olsun. O halde,

n 2 22
x+t—1)(x—t+1)|:F;,t,n t Fs,t,n—l

”A” T +1 (b—a)z—
F a2+tj+lxy(l+(—l)"+l):|

2
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1 [Fz _PR?

(s+1-1)(s—1+1) s,t,n s,t,n—1

+1 (b—a)z— |
<4, < |: 2 2p2
612+t"'”xy(1+(—l)"+1 )} ” ”2 (s+1-1)(s—t+1) Eoin=0F

a’+ l‘jﬂxy(l + (—1)”“ )} ,

1 [Fz _ 22

(s+e-1)(s—1+1) S,t,n s,t,n-1

a+ ﬂ“xy(l + (_1)n+1 )}

+t (b—a)2 -
4] <n

Ve

1 [Fz _PF?

(s+-1)(s—1+1) s,t,n s,t,n—1

a’+ tj”xy(l + (—1)'Hl )J

olur.

+12(h—a) -
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Calismada,

=b ve F =sF  +tF

s,t,n+1 s,t,n s,t,n—12

F,,=a, F

-~ n>1,

seklinde tanimlanan ikinci mertebeden dogrusal yineleme iliskili {F,, } , say1 dizisinin

tan

bazi1 Ozellikleri elde edildi.

Daha sonra elemanlari, bu formdaki say1 dizilerinin terimleri olan,

Fo F. F
y F;,t,n—l Fs,t,o e Fs,t,n—z
F.. F., F o
ve
s,t,2 F;,t,3 s,t,1
o\ Fu Fo e F
F. F., F o

matrisleri tanimlandi.

(s +t— 1) # 0 olmak tizere, A ve B matrisinin satir ve slitun normlari igin,

4l =l4l, = 18], = 18], = — = (¢ os + Fopy +50-a=b),

seklinde esitlikler, spectral ve Euclidean normlar1 igin sirasiyla

172

- Zz - (., +F.,, +sa—a-b)<|4],=|B

23

n3/2
il =B, S (15, 4 F, , +sa-a-)
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nl/2
— (¢F,, 0 +F,,, +sa—a=b)<|4], =|B

F b

n3/2
Il =181, <=1y Fopy e s0-ab)

seklinde alt ve iist sinirlar elde edildi.

(s+1-1)(s—t+1)#0 ve ar, f birbirinden farkli olmak iizere A ve B matrislerinin

normlari i¢in

" 2 22 2 2
m[ﬂt,n—f Flopa+t(b=a) -

(
A = B =
4 -2, s e

3

1 2 2 2 2 2
G::m:m{Fbm‘ffhm4+f(b—a)—
2 j+1 n+l S ||A||2 = ||B 27
a” +t'" xy(1+(—1) )J
4l =18], < 1 [F2,—CF2, +£ (b-a) -

(s+t—l)(s—t+1)

a’ + tj”xy(l + (—1)”+l )} ,

1 [Fz _PR?

(s+1-1)(s—1+1) s,t,n s,t,n—1

a’+ tj”xy(l + (—1)”+1 )J

v (b-a) -
4, =[], <n

b

I [FZ _PF w2 (b-a) -

(s+t—l)(s—t+1) S,t,n s,t,n—1

a’+ tj”xy(l + (—1)”“ )J

<[4]. =[]..

seklinde bulgulara ulasildi.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tez; elemanlari II. mertebeden dogrusal yineleme iliskili say1 dizilerinin terimleri
olan devirli matrislerin tanimlandigi, tanimlanan bu matrislerin bazi normlarinin tam olarak
hesaplandig1 ve bazi normlari i¢in de alt ve iist sinirlarin elde edildigi 6zgiin bir ¢alisma
olmustur.

Devirli matrisler; 6zel tanimli matrisler ailesinde yer alip uygulamali matematikte
onemli bir yeri olan Toeplitz ve Hankel matrislerinin 6zel durumlarn ile elde edilebilen
matrislerdir. Elemanlar1 II. mertebeden dogrusal yineleme iligkili say1 dizilerinin terimleri
olan Toeplitz ve Hankel matrisleri tanimlanabilir ve tanimlanan bu matrislerin normlari

hesaplanabilinir.
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