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OZET

YEREL SOLID TOPOLOJIK LATIS SIRALI GRUP UZERINDE SINIRSIZ
SIRA YAKINSAMA

Kismi siral1 cebirsel sistemler siifinin 6nemli bir alt sinifi latis sirali gruplardir.
Grup ve latis iglemlerini siirekli kilan bir topoloji ile donatilmis latis sirali gruplar yerel
solid topolojik Riesz uzaylarin bir genellemesidir ve yerel solid topolojik latis sirali grup
olarak adlandirilir. Grup topoloji ile donatilmig latis sirali grup yerel solid topolojidir
ancak ve ancak bu topoloji degismez-6telemeli latis pseudometrikler ailesi tarafindan
tiretilmistir. Yerel solid topolojik latis sirali grup iizerinde bahsi gegen pseudometrikleri
kullanarak uzayin ilizerinde yeni bir yakinsama tanimlanabilir. Bu yakinsamanin
motivasyonu ise smirsiz sira yakinsamalardir. Yerel solid topolojik Riesz uzaylarda
tanimlanan bu yakinsama tipi yerel solid topolojik latis sirali gruplar {izerinden
incelenmistir.

2024, 20 Sayfa

Anahtar Kelimeler: yerel solid topolojik latis sirali grup, sinirsiz sira yakinsama,
degismez-Gtelemeli latis pseudometrik



ABSTRACT

UNBOUNDED RANK APPROXIMATION OVER a LOCAL SOLIDE
TOPOLOGICAL LATIX ORDERED GROUP

An important subclass of the class of partially ordered algebraic systems are lattice
ordered groups. Lattice ordered groups equipped with a topology that makes group and
lattice operations continuous are a generalization of locally solid topological Riesz spaces
and are called locally solid topological lattice ordered groups. A lattice-ordered group
equipped with a group topology is a local solid topology if and only if this topology is
generated by a family of translation-invariant lattice pseudometrics. Using the
aforementioned pseudometrics on the local solid topological lattice ordered group, a new
convergence on the space can be defined. The motivation for this convergence is
unbounded order convergence. This type of convergence defined on locally solid
topological Riesz spaces is analyzed over locally solid topological lattice ordered groups.

2024, 20 Pages

Key Words: local solid topological lattice ordered group, unbounded order convergence,
invariant-progressive lattice pseudometric



TESEKKUR
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

SIMGELER
R : Baginti
A > infimum
\% . supremum
(xa)aeA : Ag (net)
P(X) : X’ in kuvvet kiimesi
D(R) : Tanmim kiimesi
(X, %1,%2, e %) : Matematiksel sistem
X, +) : Yarigrup
Bi(x,1) : x merkezli r yarigarpli d-metrik



1. GIRIS

X bostan farkl1 bir kiime olsun. X X X kiimesinden X kiimesine taniml1 herhangi bir
fonksiyona X iizerinde bir cebirsel islem denir ve genellikle " * " ile temsil edilir.
0 < n € N olmak tizere *4,*,, ...,*,, X kiimesi lizerinde birer islem olsun. Bu durumda

(X;*1:*2: l*n)
n'lisine cebirsel yap1 denir.

X bostan farkli bir kiime ve *, X {izerinde belirli bir islem olsun. (X,*) ikilisine

grupoid denir ve en temel cebirsel yapidir.

(X,*) bir grupoid olmak tizere her x,y,z € X i¢in x * (y * z) = (x * y) * z esitligi

saglantyorsa (X,*) grupoidi yarigrup adin1 alir.

(X,*) bir yarigrup olmak tlizere Y < X olsun. Eger
x*y=y*x=y Vx€X VyeY

Onermesinin saglandigi Y # @ var ise (X,*) ikilisine monoid denir. Y c X kiimesinin

varlig1 kendiliginden Y kiimesini tek elemanli kilacagindan Y kiimesi "e" ile gosterilir ve

X monoidinin birimi adini alir.

(X,*) bir monoid ve x € X keyfi bir eleman olmak lizere x*y =y*x =e
esitligini dogru kilan bir y € X var ise (X,*) monoidine grup adi verilir. Boyle biry € Y
elemaninin varlig tekligini gerektireceginden y elemanina x elemaninin ters elemani

denir ve x~1 ile temsil edilir.

(X,*) bir grup olmak iizere "x * y =y *x Vx,y € X" Onermesinin sglanmasi

durumunda (X,*) ikilisine Abelyan yahut degismeli grup denir.



(X,*) bir grup ve Y c X olmak tizere
. YxYcY
i. YN H=e
iii. x«xY*xx1=Y VxeXx

kosullar1 saglaniyorsa Y kiimesine X grubunun konisi denir.

X bostan farkli bir kiime ve R € X X X olmak tizere R altkiimesine bir ikili iliski
veya baginti denir. R bagintisinin herhangi bir elemani (x,y), xR y seklinde de gosterilir
ve x eleman1 y elemaniyla R -bagintilidir denir.

X kiimesi tizerindeki bir R bagintis1 Vx € X icin;

(x,x) ER

Onermesi saglaniyorsa R bagintisina yansimalidir denir.

X Kiimesi lizerindeki bir R bagintis1 Vx,y € X i¢in;
(x,y) ERve(y,x) ER=>x=y

gerektirmesi gergekleniyorsa R bagimtisina ters-simetriktir denir.

X Kiimesi lizerindeki bir R bagntis1 Vx,y ve z € X i¢in;
(x,y) ERve(y,z) ER=(x,z) ER

gerektirmesi gergekleniyorsa R bagintisina gecismelidir denir.

X tlzerindeki bir R bagintis1 yansimali,ters-simetrik ve gecismeli ise R bagintisi
kismi siralama bagntis1 adini alir, R kismi siralama bagintis1 genellikle de "<" temsil

edilir. (X, <) ikilisine de kismi sirali kiime veya poset denir.

Y c X bostan farkli bir altkiime ve x € X keyfi bir eleman olsun. Eger
Vy €Y iciny < x saglaniyorsa Y kiimesine {istten sinirli ve x elemanina da Y i¢in bir

ustsinir denir.



Benzer sekilde Y < X bostan farkli bir altkiime ve x € X keyfi bir eleman olsun.
Eger Vy €Y icin x < y saglaniyorsa Y kiimesine alttan sinirli ve x elemanina da Y igin
bir altsinir denir.
Y < X bostan farkl bir altkiime ve x € X keyfi bir eleman olsun. Eger;
i. x<y VyeyY
i. y<xVyeY
kosullar1 saglaniyorsa x elemanina Y kiimesinin en kii¢lik {ist sinir1 yahut supremumu

denir ve x: sup Y olarak gosterilir.

Y < X bostan farkli bir altkiime ve x € X keyfi bir eleman olsun. Eger;
. x<y VyeY
ii.z<y VyeY =>z<x
kosullar1 saglaniyorsa x elemanina Y kiimesinin en biiyiik alt sinir1 yahut infimumu denir
ve x := infY olarak gosterilir.
Y € X altkiimesi ayn1 anda hem alttan hem de iistten smirli bir kiime ise Y
altkiimesi sinirli kiime olarak adlandirilir.
Herhangi iki x,y € X i¢in {z:x < z <y} kiimesi aralik olarak adlandirilir ve
genellikle [x, y] seklinde gosterilir.
X kismi sirali kiime olmak tizere herhangi iki x,y € X i¢in {x,y} kiimesinin
supremum ve infimumu varsa X kiimesine latis denilir.
x,y € X elemanlarinin supremum ve infimumu sirasiylax Vyvex Ay
seklinde gosterilirler ayricaY € X iginsupY = VY ve infY = AY biciminde
gosterilir.
X bostan farkli bir kiime, *, X {lizerinde bir ikili islem ve <, X {izerinde bir bagint1
olmak {izere
i. (X,x) degismeli bir grup,
i. (X, <)kismisirali bir kime,
iii. x<y=x*xz<yxz Vxy,z€X

kosullart saglaniyorsa (x,*, <) ti¢liisiine kismi sirali grup denir.



(X,*, <) kismi sirali grup ve x € X keyfi bir eleman olsun. e < x olmasidurumunda
x 'e pozitif eleman denir. X kismi sirali grubundaki biitiin pozitif elemanlarin kiimesine
X' in pozitif konisi denir ve X,ile gosterilir. Kismi sirali bir kiimenin pozitif konisi
grubun konisidir, bunun yanisira bir grubun her konisi Y x<yeSy—x€eY
bagintisi ile grubu kismui sirali grup yapar.

Kismi sirali bir X grubunda " nx < y,Vx,y € X VYnN = x = e " 6nermesi gegerli
ise X kismi siral1 grubuna Arsimedyan kismi sirali grup denir.

(X,*, <) kismi sirali grubunda (X, <) bir latis ise (X,*, <) tg¢lisiine latis sirali grup
denir. x € X olmak iizere x, = xVe,x_ =x 1 Aeve|x| =xVx~! (X,* <) latis siral1
grup ve Y c X olsun. |x| < |y|,y €Y = x € Y gerektirmesi dogru ise Y altkiimesine
solid kiime denir. Ayrica bir Y kiimesi solid olmasa bile bu kiimeyi solid olan {x €
X:|x| < y,y € Y} kiimesine kapsatabiliriz ve Y kiimesini kapsayan bu solid kiimeye Y
'nin solid tamlanis1 denir ve Sol(Y") olarak temsil edilir.

X latis strali grup ve Y, X' in latis strali altgrubu olsun. Keyfi bir e < x € X i¢in
e <y < x olacak bigimde bir y € Y eleman1 var ise Y’ 'nin X' te sira-yogun oldugu
sOylenir.

X latis sirali grup ve (xg)qeaX-degerli bir net olsun. @, 8 € A keyfi indisler olmak
lizere f < a iken x, < xp oluyorsa (x,)qe4 Netine azalan net denir. x,, I x sembolii ise
Xq netinin azaldigini ve

x ={xy:a € A}
oldugunu belirtir.

(X4) qeaX -degerli bir net ve x € X olsun.

I Yo 4 0
ii. |%q — x| < Yo

sartlarin1 saglayan bir (y,),eq Neti var ise (x,) neti x elemanina sira yakinsiyor denir.

0 . .
Bu yakinsama x, — x olarak sembolize edilir.



X bostan farkl bir kiime ve 7, X' 'in kuvvet kiimesi P (X) 'in bir kolleksiyonu olmak
uzere
i.9,X €T,
nu,Vver=UuvV er,
iii. I herhangi bir indeks kiime olmak tizere (U;);c; € T ise UUj¢; € T
kosullar1 saglaniyorsa 7 kolleksiyonuna topoloji, (X, 7) ikilisine de topolojik uzay denir.
Bir (X, 7) topolojik uzayinda t koleksiyonunun her bir elemanina agik kiime ve timleyeni
acik olan kiimelere ise kapali kiime denir. (X, T) topolojik uzay, (x,)qeaX-degerli bir net

ve x € X olsun. x 'i barindiran her U agik kiimesi igin {X,}4>q, € U olacak bicimde bir

ay var ise x, neti x 'e yakinsiyor denir ve x, 5 x ile sembolize edilir.
(X,1x) ve (Y, y) iki topolojik uzay ve f, X’ ten Y’ ye taniml bir fonksiyon olsun.
Eger 7,, 'nin keyfi bir elemam U i¢in f L(U) € 14 ise f fonksiyonuna siireklidir denir,
denk olarak ise x € X 'e yakinsayan X-degerli her netin goriintiisii olan net f(x)
elemanina yakinstyor ise f fonksiyonu siireklidir denir. (X, t) bir topolojik uzay ve (X,*
, <) latis siral1 grup olsun. Eger
i. X XxX'tenX''etanimli (x,y) ~ x * y fonksiyonu stireklidir,
ii. X'ten X' 'etanimh (x,y) — x~! fonksiyonu siireklidir,
iii. X x X 'ten X 'e tamimli (x,y) = x V y fonksiyonu siireklidir,
iv. X xX'tenX''etanimh (x,y) = x Ay fonksiyonu siireklidir.
kosullar1 saglaniyorsa (X,*, <, ) dortliisiine topolojik latis strali grup denir. Yukaridaki
sartlardan (i) ve (ii)'yi kombine edersek topolojik latis sirali grubun asagidaki denk
tanimini elde ederiz, soyle ki;
i. X xX'tenX''etanimh (x,y) ~ x * y~! fonksiyonu siireklidir,
ii. XXX ten X''etanimh (x,y) - x V y fonksiyonu siireklidir,
iii. X xX'ten X''etanimli (x,y) = x Ay fonksiyonu siireklidir.
(X,*, <,7) topolojik latis sirali grup olmak {izere e 'mnin komsuluk tabani solid
kiimelerden olusuyorsa (X,*, <, ) topolojik latis strali grup yerel solid topolojik latis

siral1 grup adini alir.



Negatif olmayan biitiin reel sayilar1 R, ile gosterelim. X herhangi bir kiime olmak

tizere X X X' ten R, 'ya tanimli bir d fonksiyonu her x,y, z € X igin

. d(x,y)=d(y,x),
. dxy) <d(x,z)+d(y, 2z).
sartlarin1 sagliyorsa d fonksiyonu X tizerinde sdzde-metrik denir. X bir kiime ve d, X
tizerinde bir szde-metrik olsun. Her x,y,z € X igin
dix,y) =d(x+2zy+2z)
esitligi saglaniyorsa d 'ye degismez-6telemeli s6zde-metrik denir. X bir latis srrali grup
ve dX iizerinde s6zde metrik olsun. Her x,y € X icin " x <y = d(0,x) < d(0,y) "
gerektirmesi dogru ise d'ye latis s6zde metrik denir.
G bir topolojik latis sirali grup olmak tizere . Asagidakiler saglanir;
I. G regiilerdir.
ii. G homojendir, yani G iginde verilen herhangi iki x, y € G noktasi i¢in f(x) =y
olacak sekilde G iizerinde f homeomorfizmi vardir.
iii.  Eger H,G' nin bir alt grubu ise, o zaman H da G’ nin bir alt grubudur.
iv.  Eger H, G 'nin bir alt grubu ise ve H agik ise, o zaman H kapalidur.
v.  Eger H,G' nin bir alt grubu ise, 0 zaman H ancak ve ancak H 'nin izole bir
noktasi varsa ayriktir.

vi.  Eger H,G' 'nin bir alt grubu ise ve H agik ise, o zaman H 'nin igi bos degildir.

Kamt
Sadece (1) ve (iii)'lin ispata ihtiyact vardir; geri kalan ifadeler bir topolojik grup i¢in

gecerlidir, dolayisiyla bir topolojik latis sirali-grup icin gegerlidir.

i:G topolojik bir latis sirali-gruptur; dolayssiyla x = x ve x = —x donisiimleri
stireklidir.

G X G garpim topolojisini tagityacagindan, x — (x, —x) siireklidir.  (x,y) = x V y'nin
stirekliligi goz oniine alindiginda; x = |x| = x V (—x) bilesimi de siireklidir.

iii:, x » x*,x » x"ve x » |x| doniisiimlerinin siirekliliginden ¢ikar.

Genel olarak, |x| + By ={|x| + B | B € By}, NV, i¢in bir komsuluk tabani degildir,
¢linkii x = |x| doniislimiiniin bir tersi olmayabilir. Asagidaki 6rnegi ele alalim.

6



G, R iizerinde bilinen topoloji ve olagan siralama ile donatilmis bir toplamsal grup olsun.
O zaman G agikga topolojik latis sirali bir gruptur. x = —1 olsun. O zaman |x| + B,

1'deki komsuluk tabanidir ve -1 'deki komsuluk tabani olmadigi agiktir.

(G, t) topolojik latis siral1 bir grup ve Ny onun sifirdaki T komsuluk sistemi olsun.
O zaman asagidaki ifadeler birbirine denktir.
I. G bir Ty-uzayidir.

ii. G bir Hausdorff uzayidir.

iii. Nyen, U = {0}.

iv. G \ {0} igindeki tiim x ler i¢in, x & U icinde olmayacak sekilde
stfirin bir U komsulugu vardir.

V. G \ {0} i¢indeki tiim x ler igin, x* & U iginde olacak sekilde sifirin
bir U komsulugu vardir.

Vi. G \ {0} icindeki tiim x ler icin, sifirin U komsulugu vardir, dyle ki
x~ & U seklindedir.

Vii. G\ {0} i¢indeki tim x ler i¢in, |x| € U olan sifirn bir U
komsulugu vardir.
G bir topolojik latis sirali grup ve By, ile 0 'in komguluk tabani1 verilsin .
Asagidakiler saglanir;
i. G''den G' ye x ~ |x| islemi stireklidir.
ii. x+ By ={x + B | B € By}, Ny igin bir komsuluk tabanidir.

iii. Sifirin herhangi bir U komsulugu i¢in, sifirin baska bir VV
komsulugu vardir, 6yleki Vvt = {x* |x e V}c UV ={x"|x€V}cU,ve
Vi={lx|lx€eV}cU

iv. Eger K bir O agik kiimesi i¢inde yer alan kompakt bir kiime ise, o

zaman K + U c O olacak sekilde sifirin bir U komsulugu vardir.

V. Iki a¢1k kiimenin toplami agiktir.
Vi. Kompakt bir kiime ile kapal1 bir kiimenin toplami kapalidir.
Vii. Eger E; ve E,, G' 'nin iki altkiimesi ise, o zaman E; + E, C
E, +E,.



Kamt

(i)-(iv) denkligi bir topolojik grup i¢in gegerlidir, dolayisiyla bir topolojik latis
stral1 grup icin de gecerlidir.

Herhangi bir eleman alip x € G. G bir latis oldugundan, x*,x~ve |x|,G’ nin
elemanlaridir. Dolayisiyla, (v), (vi) ve (vii)nin denkligi (i) ve (iv)' iin denkliginden
dogmaktadir.

Iki normlu uzay arasindaki dogrusal bir operatoriin bir noktada siirekli olmasi
durumunda siirekli oldugu iyi bilinmektedir; benzer sekilde, iki topolojik grup arasindaki
bir homomorfizma bir noktada siirekli olmas1 durumunda siireklidir. 1ki topolojik latis
stral1 grup arasindaki bir grup homomorfizmasi i¢in asagidaki sonug aciktir.

T iki topolojik latis siralt grup G, ve G, arasinda bir homomorfizma olsun. Eger
T, xg noktasinda siirekli ise x, € G; olmak iizere o zaman T diizgiin siireklidir. Benzer
sekilde xg§ noktasinda siirekli ise x, € G, de yine diizgiin siireklidir.

Bu boliimii bir topolojik kafes sirali grubun sifirdaki komsuluk tabani agisindan
karakterizasyon teoremini hatirlatarak sonlandiriyoruz, bu sonuca gelecekteki
teoremlerde ihtiyac duyulacaktir.

(G, 7) bir topolojik kafes siralt grup ve B, sifirda bir komsuluk tabani olsun. O
zaman B asagidaki kosullar1 saglar.

i. EgerU € B, ise,0zamanV € B, vardir, dyleki V +V c U.

ii. EgerU € B, ise, 0 zaman —U € B, olur.
iii. EgerU € Byvex € U ise,0zamanV € B, vardir, 6yleki x + V € U olur.
iv. EgerU € By vex € G ise, 0 zaman V € B, vardir, dyle ki (V —x*) v

(V+x~) c Uolur.

Tersine, bir latis sirali G alt kiimelerinin F filtresi (i)-(iv) 6zelliklerini
karsiliyorsa, o zaman F,G iizerinde bir latis grup topolojisini benzersiz bir sekilde

belirlemektedir.



2. ONCEKI CALISMALAR

2.1. Teorem (Hong, L,2014)

Bir latis sirali grup G tizerindeki bir T grup topoloji yerel solid topolojidir ancak ve

ancak degismez otelemeli latis psuodometrikler ailesi tarafindan iiretiliyordur.

Kanit
Varsayalim ki {d,},eq degismez Otelemeli latis pseudometriklerinin bir ailesi

olsun. d bu aileden segilmis keyfi bir psddometrik olsun. Her r > 0 i¢in
B;(0,r)={x€ G |d(0,x) <r}.

acik yuvarini diisiinelim. O zaman d'nin degismez Gtelemeli 6zelliginden B, (0,7) 'nin

simetrik ~ oldugunu, yani  B,(0,7) = —B4(0,r) esitligi  saglanir;  d'nin

alt-toplanabilirliginden B, (O, %) + B, (O, g) c B;(0,r) kapsamasi saglanir. Sonra, y €

B,4(0,7) ve |x| < |y| esitsizligini varsayalim. d latis pseudometrik oldugundan d (0, x) <
d(0,y) < r saglanir, bu esitsizlikte B, (0, x) 'in G 'nin solid alt kiimesi oldugunu gosterir.
Boylece, {d,} e ailesinden herhangi sonlu sayida dy, ..., d,, pseudmetrikler igin

By, (0,r)Nn--N By (0,1), r >0,
formundaki tiim kiimelerin koleksiyonu G iizerindeki bir yerel solid grup topoloji i¢in
sifir'in bir komsuluk tabanini olusturur. Buradan {d,},ec4 ailesinin G tizerinde bir yerel
solid topoloji olusturdugu sonucu ¢ikar.

Gerektirmenin diger yoniinii ispatlayalim. t, latis sirali grup G iizerinde yerel solid
grup topolojisi olsun, T 'mun degismez Gtelemeli latis psodometrikler ailesi tarafindan
iiretildigini géstermemiz gerekir. Bu amagcla, V sifirin bir komsulugu olsun. Sifirin yerel
solid, simetrik T-komsuluklarindan {U,,} dizisi secelim, dyle ki

U1 =V
Un+1 + Upi1 +Uny1 €Uy, YR > 1.

sartlar1 saglansin.



{U,.} dizisini kullanarak Bir p fonksiyonu tanimlayalim
p . G X G — R, asagidaki gibi tanimlansin,

1, egerx —y & Uy

p(x,y) =127", efer x —y € Upy1 \ Uy
0, eger x —y €ENy—, Uy

O halde p asagidaki ti¢ 6zellige sahiptir.
i.p bir pseudometrik olmamasina ragmen degismez 6telemelidir,
i.Herx,y € Gicihx —y e U, & p(x,y) <27,
iii.|x| < |y| sartini saglayan her x,y € G igin p(0,x) < p(0,y).
Simdide her x,y € G igin d(x,y)’ nin

n-1
inf{z: p(xi, xip) 1 X1 =%,%, =y, x;, €EGheri=2,...,.n—1

=1

ile tanimlanmasi ile d: G X G = R, fonksiyonu olusturalim. d' nin G iizerinde degismez

otelemeli bir  pseudometrik oldugunu gosterecegiz. Gergekten de
d(x,y) >0 ve d(x,y) =d(y,x) oldugu agiktir. Ayrica G igindeki tim x,y,z igin
d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) oldugunu gérmek kolaydir.

p degismez oOtelemeli oldugundan, d 'nin de degismez Gtelemeli oldugu asikardir. Son
olarak, x,y € G ve y,...,yn € G olmak iizere y = Y;-,y; oldugunu varsayalim. O
zaman latis sirali gruplarinin baskin-ayristirma ozelligi G iginde x = Y/ x; ve i =
1,..,nigin |x;| < |y;| olacak bigimde x4, ..., x, € G elemanlarinin varligin1 gerektirir, p

'nun (ii1) 6zelliginden de su sonucu elde ederiz;

n-1 n—-1
d(0,x) < Z p(0,x0) < Z p(0,x;)
i=1 i=1

Buda d(0,x) < d(0,y) anlamina gelir. Dolayisiyla d, G iizerinde degismez 6telemeli bir
latis pseudometriktir.
Yukaridaki tanimlamalar sifirin her V komsulugu i¢in G iizerinde degismez Gtelemeli bir
dy pseudometrigin var oldugunu gosterir, oyle ki

xeEVed,(0,x)<1
gerceklenir. T',{dy}yey, tarafindan iretilen grup topolojisi olsun. O zaman 7 c 7’
anlamina gelir.
Kanit1 bitirmek i¢in, 7" € 7 kapsamasini gostermemiz gerekir. Bu amagla, herhangi bir

pozitif n tamsayisi i¢in asagidakilere sahip oldugumuzu gostermek yeterlidir
10



B(0,27™") ={x€e G 1d(0,x) <27 "} c U,.
p < 2d esitsizliginin bu yukaridaki kapsamay1 gerektirdigini gormek kolaydir. Bundan

dolay1 x; = x,x, = y Ve x5, ..., X,_1 € G igin

n-1

1
P06V < D Pty xer)
i=1

esitsizligini gostermemiz gerekecektir. Eger Y™ p(x;, x;41) = 0 ise p(x,y) = 0 olur,
dolayistyla gecerlidir. Kanitin geri kalaminda, Y™ 'p(x;,%;41) #0 oldugunu
varsaytyoruz. Bunu n iizerinde tiimevarim yoluyla gosterecegiz. n = 1 durumu agikardir.
Tlimevarim adimi i¢in esitsizligin n 'den kiiciik tiim pozitif tamsayilar i¢in gecerli

oldugunu varsayryoruz. iki durumu goz éniinde bulunduralim.

Durum 1: ¥ p(x;, xi41) < %
Eger Y p(x;, x;41) = 0 ise, 0 zaman her n € N igin x; — x;,, € U, olur, dolayssiyla
x —y €Ny, Uy, p(x,y) = 0 anlamina gelir. O halde, ¥ p(x;, x;41) > 0 oldugunu

varsay1yoruz.

n j
25" snr = s
m = max = Xi, Xip1) = Xi, X
1<j<n J 2 P\Xi, Xiy1) 2 P X, Xipq
i=1 i=1
. 1an _

olmak iizere > 7! p(xy, Xi41) < B7E5p(x;, X141) sOnucunu verir, bu da

_ 1 an e .

ot p(xxi4) < > 1 o(x;, x;41) esitsizligini gerektirir.

Tiimevarim hipotezine gore, % p(x, %) < X7 p(xi, xi41) olur, dolayisiyla

p(x, %) < X7t p(x;, xi41) gerceklenir. Aym sekilde,

n—1
p(Xmi1,Y) < Z p (X, Xi41).
i=1

n-—1
j = min {k | 2F71 < Z p(xi;xi+1)}-

i=1

olmak iizere p(x, x,,) < 2771, yanix — x,, € Uj_1 ve benzer sekilde, X, — Xpmyq1 € Uj—_q
Ve X;p41 — ¥ € Uj_; gerceklenir. Burada {U,} secimi ile x — y € U; olur. Bu nedenle, p
'nun (ii) 6zelligi, % p(x,y) < 277 < Y p(xi, xi41) esitsizligini gerektirir.

11



Durum 2: O zaman p(x, x,;,) = %, p fonksiyonunun tanimindan istenilen esitsilik elde

edilir.

12



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Materyal

Bu kisimda latis siral1 gruplar tizerindeki yerel solid topolojik uzayin bir degismez
Otelemeli latis psuedometrikler ailesi tarafindan iiretilmesi gergegini kullanacagiz.
Oncelikle Ercan.Z, 2017 ve Taylor. M.A. 1975 makalelerinin baz aldig1 yakinsa
tiplerinin dayanagi olan iki gbzlemi sunup sonrasinda yerel solid topolojik latis sirali

gruplar i¢in tanimlayacagimiz yeni yakinsama tiplerini sunacagiz.

3.2. Yontem

3.3. Otelemeyle Degismeyen Psodometrik Gézlemi

d otelemeyle degismeyen bir latis psddometrik olsun ve sabit bir u € G, igin
dontigiimiinii g6z 6niinde bulunduralim:
d,:GXG—R
(x,y) = dy(x,y) = d(lx — y| Au,0)

Oncelikle G iizerinde psddometrik olup olmadigimni kontrol etmeliyiz.
Her x € G,d,(x,x) =d(]x — x| Au,0) = d(0,0) = 0. Her x,y € G igin
dy(x,y) = d(lx =yl Aw,0) = d(ly — x| Aw,0) = d,(y,x) veher x,y,z €G

dy(x,y)=d(x—y|Au,0) =d(lx —z+z—y| Au,0)
Sd((lx—z|+ Iz—yl)Au,O) <d(x—z|Au+|z—y|Au0)
<d(x—z|Auw,0)+d(lz—y|Au,0) =d,(x,2) +d,(y,2)
\

Dolayisiyla d,, doniisiimii bir psddometriktir ve esitlikten

d,(x,y) =d(Ix —y|Au,0) =d(x+z—(y+2)| Au,0)
=d,(x+2zy+2z) (Vx,y,z€G)
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d,, doniisimii 6telemeyle degismeme 6zelligine sahiptir ve d,, monotondur ¢linkii |x| <
lyl,d(|x] Au,0) < d(|y| Au,0) olmasidir.

(G, 1) yerel olarak solid bir latis sirali topolojik grup olmak iizere yukaridaki
gozleme gore, Otelemeyle degismeyen latis psédometrik  (d;);e; ailesi vardir,
T ={((d;)ie;) alalm. Her i €] veu € G, igin, d;,,:G X G — R olarak tanimlanan
déniisim d; ,,(x,y) = d;(|x — y| Au, 0) ayn1 zamanda otelemeyle degismeyen bir latis

psddometrik. Boylece (di,u) G iizerinde yerel olarak solid bir topoloji olusturur

lEI,uEG+

ve T’ ile belirtilecektir.
3.4. Psodometrikle Uretilen Topoloji Teoremi

(G, ) yerel olarak solid bir topolojik latis sirali grup ve (d;);e; Otelemeyle
degismeyen latis psddometrik ailesi olsun, dyle ki T = {(d;);¢;) olsun, 0 zaman " S T

olacaktir.

Kanit

(x4), G tzerinde bir ag ve x € G igin x, S x olsun. Heri €1 icin d;(xy x), R
tizerinde sifira yakinsar. Sabitbir i €I ve u € G, i¢in;
diu(xe, x) = di(|xqe — x| Aw,0) < d;(|xe —x],0) =0 €R

Bu, kanit1 tamamlar.
3.5. Yerel Solid Olma Go6zlemi

d otelemeyle degismeyen bir latis psddometrik olsun ve sabit birA € G, igin
asagidaki doniistimii géz 6niinde bulunduralim
dg:GXG—R
(x,y) = da(x,y) = ilégd(lx —ylAa,0)
Benzer sekilde, oOtelemeyle degismeyen bir latis psddometrisi oldugu da

gosterilebilir.
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Bir analoji olarak; (G, T) yerel solid bir topolojik latis sirali grup olsun. Yukaridaki
teoreme gore T = ((d;);e;) olacak sekilde Gtelemeyle degismeyen latis psodometrik

((dy)ie;) ailesi vardir.(d; 4).

ielae ?(G+)aIIeS| G lzerinde yerel olarak solid bir topoloji

olusturur, t* ile gosterilecektir, ayrica orijinal topolojiden daha zayftir.

3.6. Yerel Solid Topoloji Teoremi

(G,t) yerel olarak solid topolojik latis sirali olsun ve (d;);e; Otelemeyle
degismeyen latis psodometrik ailesi olsun, dyle ki T = ((d;);e;) 0lsun, 0 zaman t* € T

olacaktir.

Kanit

T
(x4), G lizerinde bir ag ve x € G icin x, —» x olsun. Her i €[ igin d;(x4, x), R

tizerinde sifira yakinsar. Sabitbir i € I ve A € P(G,) igin

dia(xq,x) = sup d;(|x, — x| A a,0)
a€cA

< sup d;(|xy — x1,0)

a€A
= d;(|xq —x],0) — 0.

Buradan ispat tamamlanir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Vi.

Vii.

Herhangi bir A < P(E,) igin, u < T,A >C T saglanir.

Eger A = {{E,}ise,0zamanu < t,{{E,}} >=1

Eger A c Bise u <T,A >Cu<Tt,B> herzamanA c B c P(E,) saglanir
HerA c P(E,)icinu < t,UA >c u < 1,A > gegerlidir.

Her A c P(E,)icinu < t,UA =u < t1,I(UA) > gecerlidir; burada I(U A),
U A tarafindan Uretilen idealdir.

Her A c P(E}) igin u < T, UA = u < t,UA > gegerlidir.

Eger0 <a <b ise,ozamanu < t,{a} > u < 1,{b} > olur.

Kanitlar:

Xg Sre pi(xg —x) » 0= p;(|x, —x|) = 0,ve hera € E, i¢in

pi(|xqg — x| A a) < p;(]xq — x|) oldugunu biliyoruz dolayisiyla

u<rt,a>
sup p;(|xg — x| Aa) < p;(|x, — x|) her A € A. Buradan x, — x.
a€A

sup p;(|x] A a) = p;(|x]) = p;(x) oldugu agiktir.

aEE+

<t1,B>
Xq - xosuppi(lx,—x|Aa)B€EB
beB

= supp;(|x, —x|Aa) herAe ACB
A

ae

<1,B>
Dolayisiylax, — x

<T,A> . L.
Xq — x olsun ve sabit biri € I igin A € A, p; g(xg —x) = 0 &

supgeaPi([xqx — x| A @) = 0, olur buradan agik¢a

pi(lx, — x| Aa) < supp;(|x, — x| Aa) her a € A icin.
a€eA

Dolaysiyla, pi,{a}(xaa —x) = pi,{a}(lxaa —x|) = Supae{a}pi(lxaa —x|Aa) =

pi(l Xaa — X INa) = 0.

UA c I(UA) oldugundan (iii)denu < 7,UA >c u < t,I(UA) > olur.

u<t,d> L .
Xo — xolsunveb € I(UA verilsin, ay,...,a, € UA ve k > 0 vardir yle

kKio<b<k(a,+ -+ a,). Ozaman
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n
Xg —X|ADb < |x, —x|ANk(a; + -+ ay) gz lx, — x| A ka;,
=1

i=
n
- kz
i=1
n

< kmz lx, — x| A a;
i=1

|xa_x|/\ai

x| =

Buradam , % dan biiyiik en kiiciik tam say1 p; nin monotonlugundan

n
pi(|xqz — x| AD) < p; (kmz |xg — x| /\ai> - 0.
=1

Buradan p;(|xq — x| A b) = sup,e(pyPi(|xax — x| A b) olur ki ispat tamamlanur.

- - - <T'dq> v - -
vi. Kabuledelimkix, — xolsunveb € UA verilsin. (bg) € UA agimt

U<t A> F . -
bg — b seklinde alalim. i € [ sabit olsun ve & > 0 keyfi verilsin. g, dyle

secilir ki pi(bﬁo — b) < g saglanir . O halde
lx, —x|Ab = Ixa—xl/\(b—bﬁ»0 +bﬁo)
< b= A (1b = by, | + by, )
< lxg — x| A |b — bﬁol + [x, — x| A |b[,>0|
p; esitlige uygulanarak a, varligi gosterilebilir p;g,)(x, — x) < € olur buradan
istenilen elde edilir.

Vii.  supge(aypi(lxe — x| A @) = pi(|xq — x| A @) oldugu asikardir

< pi(lxg — x| A D)
= sup p;(|x, — x| A D).
be{b}
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5. SONUC ve ONERILER

Her P(E,) A altkiimesii¢inu < T,U A > icin u < T, A'tn altkimesidir.

<tT,A> e ..
X, — x olsun ve sabit bir i € I igin A € A alalim

Pia(xy —x) = 0 > supgeapi(Ixqx — x| A @) = 0 saglanir buradan

her a € A icin p;(|x, — x| A a) < supp;(|x, — x| A a) saglanir. Dolayisiyla,
a€eA

Pia(Xaa = X) = Pial¥aa — *]) = supgeapi(|Xaa — x| A @)
= Pi(l Xgq —x 1 @) = 0.
Budau<t UA >c u<TtA > olmasidir.
Bu durumda ikinci tip yakinsamanin birinci tipi, hangi sartlarda gerektirdigini

belirtir ve ikinci tip yakinsama ile ¢aligmak anlamdir.
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